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AVANT-PROPOS. 


C'est  pour  la  troisième  fois  que  nous  venons  appeler  l'at- 
tention du  public  sur  la  haute  importance  qu'il  faut  attribuer 
aux  expressions  imaginaires  de  l'Algèbre.  Ce  n'est  pas  à  dire 
pour  cela  que  nous  nous  refusions  à  reconnaître  que  ces 
formes  ont  été  souvent  employées  par  les  géomètres  dans 
leurs  recherches  analytiques;  leur  emploi  a  été  au  contraire 
très-fréquent,  mais  rarement  il  a  été  rationnel.  Le  plus  souvent 
c'est  par  voie  de  pure  supposition,  et  sur  de  simples  analogies 
plus  ou  moins  fondées,  que  les  expressions  imaginaires  ont 
été  introduites  dans  les  calculs;  c'est  presque  toujours  en 
s'appuyant  sur  des  bases  à  peu  près  conventionnelles  qu'on 
a  cru  pouvoir  édifier  sinon  des  doctrines,  cela  n'était  pas  pos- 
sible, du  moins  des  formules  auxquelles  ne  manquent,  à  coup 
sûr,  ni  le  nombre  ni  la  complication.  De  pareilles  éludes  té- 
moignent sans  doute  d'une  certaine  habileté  combinatoire  chez 
leurs  auteurs;  mais,  l'esprit  logique  n'ayant  pas  présidé  à  leur 
établissement,  nous  ne  pouvons  voir  en  elles  qu'un  simple 
exercice  de  manipulations  analytiques  conduisant  à  des  con- 
séquences dont  la  vérité  reste  incertaine,  ainsi  qu'il  arrive 
toutes  les  fois  que  la  rationnalité  du  point  de  départ  n'est  pas 
établie. 

Dire  qu'il  est  à  souhaiter  qu'une  telle  manière  de  procéder 
soit  abandonnée,  ce  n'est  pas  certainement  contrevenir  aux 
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exigences  naturelles  du  bon  sens  le  plus  vulgaire;  demander 
qu'à  des  bases  confuses  el  hypothétiques,  s'appuyant  sur  des 
expressions  auxquelles  on  avoue  ne  rien  comprendre,  on 
substitue  des  conceptions  rationnelles,  parfaitement  définies, 
précises  et  vraies,  il  n'y  a  rien  que  de  très-légitime  dans  re- 
nonciation d'un  tel  vœu. 

La  réalisation  de  ce  projet  est-elle  possible?  Nous  n'hé- 
sitons pas  à  répondre  à  cette  question  par  l'affirmative,  et  nous 
croyons  avoir  suffisamment  justifié  cette  réponse  dans  nos  pré- 
cédentes publications. 

En  nous  expliquant,  dans  la  première  Partie  de  nos  études, 
sur  l'interprétation  des  formes  imaginaires  en  abstrait  et  en 
concret,  il  nous  semble  que,  au  point  de  vue  algébrique,  nous 
avons  établi  que,  si,  avec  la  seule  idée  de  l'unité  numérique, 
nous  ne  pouvons  réaliser  l'opération  représentée  par  ^/—i, 
cette  impossibilité  de  réalisation  actuelle  dans  les  moyens 
n'est  pas  un  obstacle  à  la  rationnalité  de  la  présence  de  cette 
expression  dans  les  calculs  et  par  suite  à  la  conception  de 
toutes  les  conséquences  logiques  que  cette  présence,  dûment 
justifiée,  autorise. 

C'est  dans  cette  considération  surtout  qu'il  faut  chercher  le 
mot  de  l'énigme  de  l'imaginaire.  C'est  parce  que  l'imaginaire 
intervient  dans  les  questions  comme  une  conséquence  né- 
cessaire, obligée,  de  raisonnements  nets,  précis,  irréfutables, 
qu'il  ne  nous  a  jamais  paru  possible  de  soutenir  qu'il  était 
l'indice  du  néant,  d'un  non-sens,  d'une  convention.  Telles  ne 
sont  pas,  telles  ne  peuvent  être  les  conclusions  auxquelles 
l'exercice  bien  dirigé  de  noire  raison  peut  nous  conduire. 
L'imaginaire,  liée  au  point  de  départ  par  les  lois  de  la  logique, 
est  et  ne  saurait  être  qu'une  émanation  non  moins  logique  de 
l'énoncé,  qu'une  véritable  équivalence  de  cet  énoncé  même, 
présentée  sous  une  autre  forme  sans  doute,  mais  qui,  quelles 
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que  soient  les  impossibilités  de  réalisation  de  celte  forme,  ne 
saurait  être  d'une  nature  différente  de  celle  qui  caractérise 
l'origine  dont  elle  est  la  filiation  légitime  et  nécessaire. 

Quant  à  ces  impossibilités  de  réalisation,  au  point  de  vue 
algébrique,  elles  peuvent  nous  arrêter  dans  l'exécution,  mais 
elles  ne  sauraient  avoir  l'étrange  propriété  de  nous  entraîner 
à  prétendre  que  les  lois  du  raisonnenîent  peuvent  faire  dispa- 
raître d'un  énoncé  la  moindre  parcelle  de  ce  que  nous  lui 
avons  confié.  Reconnaissons  par  suite  que  dans  le  résultat  il 
est  impossible  que  nous  ne  retrouvions  pas  tout  ce  qui  figure 
dans  les  prémisses. 

Ne  disons  donc  pas  que  l'imaginaire  est  ou  une  convention, 
ou  l'indice  absolu  d'un  néant,  ou  un  fatal  et  inévitable  non- 
sens;  mais  affirmons  qu'il  est  toujours  quelque  chose  et  que 
ce  quelque  chose  sera  ce  que  la  nature  de  la  question  pro- 
posée lui  permettra  d'être,  tantôt  une  impossibilité  si  cette 
question  est  en  effet  impossible  avec  les  données  quiy  figurent, 
tantôt  une  réalisation  si  la  demande  est  conciliable  avec  les 
propriétés  des  quantités  auxquelles  elle  s'applique. 

A  nous  de  chercher,  dans  chaque  cas,  ce  qui  se  peut  et  ce 
qui  ne  se  peut  pas. 

La  praticabilité  de  l'opération  v' —  i  est  impossible,  il  est 
vrai,  avec  les  moyens  que  l'Algèbre  met  à  notre  disposition; 
mais,  s'il  ne  nous  était  permis  de  raisonner  que  sur  les  choses 
que  nous  sommes  en  mesure  de  réaliser  nous-mêmes,  il 
faudrait  à  coup  sûr  renoncer  à  l'étude  de  presque,toutes  les 
sciences.  Le  temps,  la  force,  l'étendue  sont  et  seront  toujours, 
au  point  de  vue  de  leur  réalisation,  en  dehors  de  nos  moyens 
d'action  ;  mais  il  suffit  que  les  conditions  essentielles  de  leur 
existence  dans  le  monde  nous  soient  connues  pour  que  nous 
puissions  nous  élever  à  la  conception  des  divers  effets  résul- 
tant de  leur  action,  soit  individuelle,  soit  simultanée.  Dans 
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le  cours  de  cet  écrit,  nous  présenterons  de  nouveaux  dé- 
veloppements sur  cet  important  sujet. 

En  conséquence,  à' la  condition  qu'une  opération,  quoique 
inexécutable  en  Algèbre,  intervienne  rationnellement  dans  les 
calculs,  à  la  condition  que  les  causes  de  celte  interveniion 
soient  bien  déterminées,  que  tout  ce  que  ces  causes  auto- 
risent ou  défendent  sôit  bien  défini,  il  sera  permis  à  notre 
intelligence  de  scruter  dans  tous  ses  détails  ce  que  celle  in- 
tervention signifie  en  principe  et  de  procéder  à  la  détermi- 
nation de  ses  effets. 

A  envisager  l'Algèbre  comme  réduite  aux  seules  ressources 
de  la  pluralité  numérique,  et  par  conséquent  de  l'unité  indi- 
visible, celle  science  abonde  en  opérations  irréalisables.  Dans 
celte  hypothèse  la  plupart  des  fractions  deviennent  des  im- 
possibilités :  il  en  est  de  même  de  l'exlraciion  des  racines.  Or 
sera-ce  à  dire  pour  cela  que  toutes  les  combinaisons  analy- 
tiques dans  lesquelles  figureront  ces  opérations  devront  d'ores 
et  déjà  être  mises  à  l'index  et  que,  irréalisables  pour  le 
nombre,  elles  le  seront  également  pour  toutes  les  autres  quan- 
tités, à  la  mesure  desquelles  les  lois  et  les  procédés  de  l'Al- 
gèbre peuvent  être  appliqués? 

11  n'est  pas  un  géomètre  qui  voulût  soutenir  une  pareille 
thèse;  il  n'en  est  pas  un  qui  ne  sache  que,  si  les  quantités  étu- 
diées jouissent  de  certaines  propriétés  qui  n'appartiennent 
pas  au  nombre,  si,  par  exemple,  les  quantités  possèdent  le 
privilège  d'être  continues,  alors  cet  état  d'incompréhension 
que  fait  naître  dans  noire  esprit  l'impraticabilité  d'une  di- 
vision ou  d'une  extraction  de  racine  disparaît  entièrement;  il 
se  transforme  alors  en  une  perception  irès-nelte,  tant  en 
théorie  qu'en  pratique,  de  ce  qu'il  faudra  faire  sur  celle  quan- 
tité pour  obtenir  le  résultat  indiqué  par  les  formules,  malgré 
les  impossibilités  qui  figurent  dans  celles-ci,  lorsqu'on  les 
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envisage  comme  s'appliquanl  exclusivement  à  l'unité  numé- 
rique indivisible. 

Cela  posé,  guidé  par  celte  première  expérience  de  la  trans- 
formation que  le  principe  de  la  continuité  fait  subir,  au  point 
de  vue  du  concept,  aux  formules  analytiques  et  à  leurs  appli- 
cations, il  est  naturel  et  il  ne  peut  être  que  très-utile  de  se 
demander  si  les  autres  natures  d'opérations  impraticables 
qu'on  rencontre  en  Algèbre,  les  imaginaires  par  exemple,  qui 
se  montrent  réfractaires  non-seulement  à  l'idée  de  pluralité, 
mais  encore  à  celle  de  continuité,  ne  seraient  pas  susceptibles 
d'être  conçues  pour  d'autres  quantités  qui,  mieux  dotées  que 
le  nombre  et  que  les  espèces  continues,  jouiraient  de  proprié- 
tés plus  nombreuses  ei  plus  étendues  que  celles-ci.  Peut-être 
parmi  ces  propriétés  nouvelles  s'en  trouvera-t-il  quelques- 
unes  auxquelles  pourront  s'adapter  les  formes  imaginaires, 
et,  s'il  en  est  ainsi,  ces  formes,  toujours  analj  tiquement  irréa- 
lisables et  jusqu'alors  incomprises  quant  à  leurs  effets,  de- 
viendront l'indice  algébrique  d'une  application  concrète  très- 
possible,  d'une  conception  aussi  simple  qu'inattendue. 

Or  cette  assimilation  entre  les  formes  imaginaires  de  l'Al- 
gèbre et  les  propriétés  de  certaines  espèces,  nous  l'avons 
trouvée  dans  la  considération  des  quantités  géométriques  qui, 
outre  le  principe  de  la  continuité,  possèdent  aussi  celui  de  la 
direction;  de  telle  sorte  que,  si,  d'une  part,  tout  ce  qui  dans 
l'Algèbre  est  impossible  en  réel  pour  le  nombre  se  réalise  et 
s'explique  par  l'intervention  de  la  continuité,  d'autre  pan, 
tout  ce  qui  se  rattache  aux  obstacles  de  l'imaginarité  s'inter- 
prète et  se  comprend  par  la  direction. 

Nous  n'avons  pas  à  revenir  ici  sur  toutes  ces  choses,  qui  ont 
été  suffisamment  expliquées  dans  la  première  Partie  de  nos 
études  sur  les  formes  imaginaires  et  dont  nous  avons  présenté 
de  nombreuses  et  remarquables  applications  dans  la  deuxième 
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Partie.  Le  lecteur  trouvera  dans  ces  écrits  tous  les  dévelop- 
pements sur  lesquels  s'appuie  la  légilimiié  de  cette  assimi- 
lation, disons  mieux  de  cette  équivalence. 

Mais,  dans  ce  premier  travail,  nous  ne  nous  sommes  exclu- 
sivement occupé  que  des  directions  qui  sont  toutes  situées 
sur  un  même  plan.  Notre  intention  est  aujourd'hui  d'élargir  la 
question,  de  lui  faire  acquérir  toute  la  généralité  dont  elle  est 
susceptible,  d'étudier,  en  un  mot,  les  directions  dans  l'espace, 
et  de  poser  ainsi  les  bases  des  équivalences  qui  existent  entre 
l'Algèbre  et  la  Géométrie  tout  entière. 

Disons  cependant  que,  si  nous  nous  en  étions  tenu  à  cer- 
tains principes,  depuis  longtemps  accrédités  dans  la  Science, 
nous  aurions  été  arrêté  dès  l'abord,  et  nous  aurions  dû  re- 
noncer à  notre  entreprise.     JÉ^ 

Pour  ceux,  en  effet,  qui  admettent  et  proclament  que  toute 
expression  imaginaire,  quelle  qu'elle  soit,  est  toujours  réduc- 
tible à  la  forme  simple  A  +  B  \/ —  i,  ce  serait  folie  que  de  re- 
chercher dans  le  domaine  de  l'Algèbre  des  formules  suscep- 
tibles de  représenter  autre  chose  que  les  directions  sur  le 
plan;  car,  si  l'on  prétendait  que  de  telles  formules  existent,  on 
objecterait  que,  en  vertu  du  principe  ci-dessus,  ces  formules 
peuvent  être  ramenées  à  la  forme  A  +  B  y/ —  i  ou  à  son  équi- 
valente p(cosaH-v— I  sina),  qui  est  et  ne  peut  être  autre 
chose  que  la  longueur  p  dirigée  suivant  l'angle  a  et  dans  le  plan 
même  de  cet  angle. 

Heureusement  nous  nous  sommes  toujours  tenu  en  défiance 
contre  l'exclusivisme  du  principe  en  question,  par  ce  motif 
que  toutes  les  démonstrations  qu'on  a  essayé  d'en  donner  re- 
posent sur  l'hypothèse  complètement  gratuite,  que  les  formules 
établies  sur  la  considération  que  les  quantités  qui  y  figurent 
sont  réelles  continuent  d'être  applicables  aux  cas  où  ces 
^quantités  deviennent  imaginaires,  soit  que  ces  quantités  rem- 
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plissent  la  fonction  de  multiplicateurs  ou  d'exposants,  soit 
qu'on  les  introduise  sous  les  indices  trigonométriques  ou  lo- 
garithmiques, soit  même  qu'on  les  considère  comme  repré- 
sentant certains  ordres  de  différenliation  ou  d'intégration.  Or, 
comme  il  serait  déraisonnable  d'attribuer  un  degré  de  certi- 
tude quelconque  à  des  conséquences  purement  déduites  d'une 
hypothèse  que  rien  ne  justifie,  nous  n'avons  jamais  cessé, 
pour  notre  part,  de  considérer  comme  non  avenu  le  principe  de 
la  réductibilité  de  toutes  les  formes  imaginaires  en  une  seule. 

Mais  nous  avons  fait  plus  :  déjà,  dans  notre  première  publi- 
cation, nous  avions  signalé  les  nombreuses  contradictions  qui 
résultent  de  ce  principe.  Nous  revenons  sur  ce  sujet  dans  la 
présente  étude  avec  une  nouvelle  insistance,  et  il  nous  semble 
que,  à  la  suite  de  la  discussion  approfondie  à  laquelle  nous 
nous  sommes  livré,  la  question  peut  être  considérée  aujour- 
d'hui comme  souverainement  jugée.  Elle  le  serait,  en  effet,  si 
les  hommes  savaient  se  résigner  à  se  prononcer  en  dehors  du 
cercle  de  leurs  habitudes  et  des  entraînements  sincères,  je  le 
veux  bien,  mais  irréfléchis,  du  parti  pris.  Heureusement  les 
droits  de  la  vérité  sont  imprescriptibles;  sachons  donc  at- 
tendre, et  leur  heure  viendra. 

Il  y  a  déjà  fort  longtemps  que  les  bases  du  travail  que  nous 
adressons  aujourd'hui  au  public  ont  été  élaborées  et  arrêtées. 
Dans  une  Lettre  du  lo  juillet  1847,  adressée  à  Arago,  alors  Se- 
crétaire perpétuel,  et  communiquée  par  lui  à  l'Académie  des 
Sciences,  nous  avons  fait  connaître  l'équivalent  algébrique  de 
la  double  perpendlculariié  de  l'axe  des  z  par  rapport  aux  axes 
des  X  et  des/,  et  celui  d'une  direction  située  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace.  Or,  après  un  si  long  temps  écoulé, 
nous  n'avons  rien  à  retirer  de  ce  que  nous  avons  dit  alors  sur 
ces  deux  points  fondamentaux  de  notre  théorie. 

On  ne  nous  accusera  donc  pas  d'impatience;  nous  espérons 
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qu'au  contraire,  dans  celle  longue  aliente,  le  public  voudra 
bien  voir  la  preuve  du  désir  qui  nous  anime  d'avoir  moins  en 
vue  noire  personnalilé  que  les  inlérêls  supérieurs  de  la 
Science.  Pendant  trente  années  nous  nous  sommes  appliqué  à 
revenir  sur  notre  œuvre,  à  améliorer  son  plan  d'exposition, 
à  perfectionner  ses  détails.  Peut-être  même  aurions-nous 
attendu  encore;  mais,  indépendamment  d'autres  motifs  sur 
lesquels  nous  nous  expliquerons,  l'âge  est  venu  nous  avertir 
que  nous  n'avions  plus  devant  nous  qu'un  petit  nombre  d'an- 
nées pendant  lesquelles  l'activité  de  notre  esprit  ne  serait  pas 
assez  éteinte  pour  nous  empêcher  de  soutenir  sans  faiblir  le 
choc  de  la  controverse.  D'autres  travaux  réclament  d'ailleurs 
une  part  du  temps  qui  peut  nous  être  dévolu.  Or  le  père  de 
famille  se  doit  à  tous  ses  enfants  et  ne  peut  sans  injustice  en 
négliger  aucun. 

On  le  voit  donc,  le  moment  est  venu  de  mettre  un  terme 
au  silence  du  cabinet,  et  de  livrer  à  la  publicité  les  concep- 
tions de  nos  jeunes  années  et  les  labeurs  non  interrompus  de 
l'âge  mur. 
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point  de  départ  de  la  mesure  des  arcs  est  celui  où  l'axe  des  x  rencontre  la 
sphère  de  rayon  unité  ayant  son  centre  à  l'origine.  Tous  les  arcs  de  grand 
cercle  issus  de  cette  origine  ont  leur  cosinus  réel.  —  XI.  Discussion  sur 
les  erreurs  commises  au  sujet  de  l'évaluation  algébrique  de  cosfxy/— i)  et 
de  sin(.ry/ — ij. —  XII.  Réfutation  des  assertions  émises  sur  la  réalité  de 
V  —  '  —  XIII.  Le  point  de  départ  de  ces  assertions,  la  formule  d'EuIer, 
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n'est  qu'une  hypothèse,  et  cette  hypothèse  n'est  pas  exacte.  —  XIV.  Discus- 
sion à  ce  sujet.  —  XV.  Examen  de  cette  opinion,  que  la  formule  d'Euler  serait 
non  pas  un  théorème,  mais  une  définition. 


I. 

Ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  dans  l'Avanl-Propos,  nous 
nous  sommes  borné,  dans  nos  précédents  Ouvrages,  à  con- 
sidérer l'attribut  de  direction  dans  l'hypothèse  restreinte  où 
les  figures  étudiées  étaient  contenues  en  entier  dans  un  seul 
et  même  plan  ('). 

On  conçoit  cependant  que,  au  point  de  vue  directif,  la  ques- 
tion est  susceptible  d'être  généralisée. 

Car  de  ce  que  nous  possédons  la  conception  géométrique 
de  la  direction  dans  l'espace,  de  ce  que  nous  avons  des  moyens 
sûrs  d'indiquer  et  de  préciser  une  direction,  de  manière  à  la 
rendre  distincte  de  toute  autre,  il  est  naturel  de  se  demander 
s'il  n'existerait  pas  en  Algèbre  des  expressions  susceptibles 
d'être  la  représentation  de  ces  direcxions,  c'est-à-dire  des  ex- 
pressions qui,  par  les  opérations  algébriques  qui  y  figureraient, 
deviendraient  les  véritables  équivalents  des  procédés  et  des 
moyens  à  l'aide  desquels  nous  parvenons  en  Géométrie  à 
réaliser  le  tracé  d'une  direction. 

C'est  à  ce  nouveau  point  de  vue  que  nous  nous  proposons 
maintenant  d'étudier  la  question,  de  rechercher  si  elle  est 
possible  ou  si  elle  ne  l'est  pas,  et,  dans  le  cas  où  elle  le  serait, 
de  déterminer  la  nature  et  le  nombre  des  opérations  qui  doivent 
figurer  dans  ces  expressions,  aussi  bien  que  les  rapports  mu- 
tuels dans  lesquels  elles  doivent  s'y  trouver. 

Mais,  afin  de  nous  mieux  diriger  dans  cette  recherche,  rap- 
pelons succinctement  ce  que  nous  avons  fait  lorsqu'il  a  été 
question  des  directions  dansle  plan. 


(•)  Des  formes  imaginaires  en  Algèbre: 

Première  Partie.  —  Interprétation  de  ces  formes  en  abstrait  et  en  concret. 
In-8;  Paris,  1869. 

Deuxième  Partie.  —  Intervention  de  ces  formes  dans  les  équations  des  cinq 
premiers  degrés.  Grand  in-8  lithographie;  Paris,  1873. 
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Après  avoir  remarqué  qu'une  droite,  passant  par  un  point 
fixe  du  plan,  peut  prendre  diverses  positions  autour  de  ce 
point,  nous  avons  constaté  d'abord  que,  ayant  fait  choix  d'une 
quelconque  de  ces  directions  pour  point  de  départ,  la  con- 
struction d'un  premier  angle  droit  nous  a  conduit  à  la  direc- 
tion perpendiculaire  à  celle  de  base  ;  puis  qu'un  deuxième  angle 
droit,  construit  à  la  suite  du  précédent,  nous  a  fait  passer  à  la 
direction  inverse  de  la  première,  soit  à  —  i  ;  qu'un  troisième 
angle  droit,  venant  à  la  suite  des  deux  autres,  fait  aboutir  au 
négatif  de  la  perpendiculaire;  qu'enfin,  avec  un  quatrième 
angle  droit,  on  est  ramené  exactement  sur  la  direction  primi- 
tive, et  l'on  peut  ensuite  reproduire  indéfiniment  la  même 
série. 

Ces  faits  géométriques  ainsi  constatés,  nous  nous  sommes 
demandé  s'il  n'existerait  pas  en  Algèbre  une  expressions  jouis- 
sant de  la  propriété  que  ses  diverses  puissances  reproduiraient 
exactement  les  mêmes  résultats  que  cette  succession  d'angles 
droits,  c'est-à-dire  des  puissances  telles  qu'on  eût 

Or  on  reconnaît  sans  peine  que  c'est  là  la  propriété  carac- 
téristique de  v/ —  i>  de  sorte  que  l'opération  >j —  i,  irréalisable 
en  Algèbre  avec  la  seule  idée  de  nombre,  représente  celle 
qui,  en  Géométrie,  consiste  à  faire  un  angle  droit  :  elle  devient 
ainsi  l'équivalent  de  la  perpendicularité,  et  ses  diverses  puis- 
sances sont  tout  à  fait  aptes  à  représenter  celte  perpendicu- 
larité dans  toutes  ses  répétitions  successives. 

Ce  premier  fait  établi,  nous  avons  démontré  sans  peine  que 
cosaH- V— I  sina  doit  représenter  la  direction  d'une  droite 
qui  fait  avec  celle  de  base  un  angle  a,  et  ensuite  que  le  bi- 
nôme a  —  bsj — I,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

r(cosa  -i-  V  —  I  sina), 

représentera  cumulativement  une  longueur  r  dirigée  suivant 
l'angle  a,  de  sorte  que,  dans  cette  expression,  r  figure  l'élé- 
ment continu  et  cosa  -»-  ^— i  sina  l'élément  directif. 
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Nous  avons  ensuite  fait  remarquer  que,  la  base  de  ces  re- 
cherches étant  que  l'assimilation  entre  les  procédés  de  l'Al- 
gèbre et  ceux  de  la  Géométrie  se  fait  par  les  puissances  dans 
la  première,  alors  que  les  angles  ou  arcs  marchent  par  voie 
d'addition  dans  la  seconde,  il  est  nécessaire  que  l'expression 
algébrique  des  directions  par  rapport  aux  arcs  puisse  se  faire 
par  une  exponentielle  de  ces  arcs. 

El,  en  effet,  puisqu'on  a  identiquement 


cos  — f-  i/—  I  sin  -  =  V"" "> 

2  2  * 

il  viendra,  en  extrayant  la  racine  -5 


2 


cosi  +  y/—  I  sini  =  ^j—i  , 
et,  en  élevant  à  la  puissance  a, 

a 

cosa-f-y^ — isina  =  y/ — i  . 
On  peut  d'ailleurs  donner  au  second  membre  les  formes 

a  a  a 

successives  (—i)',  (-f-i)''  et  plus  généralement  (  +  1)"^',  A' étant 
un  nombre  entier  quelconque. 

II. 

Ces  principes  rappelés,  passons  à  l'étude  des  directions  dans 
l'espace. 

Pour  simplifier  à  la  fois  le  discours  et  les  conceptions,  ap- 
pelons la  ligne  de  hase  axe  des  x,  sa  perpendiculaire  axe  des  y» 
ainsi  qu'on  a  coutume  de  le  faire,  et  donnons  le  nom  d'axe 
des  z  à  une  direction  perpendiculaire  aux  deux  précédentes. 
La  question  est  de  savoir  si  ce  dernier  axe,  résultat  d'une 
double  perpendicularité,  peut,  au  point  de  vue  de  sa  direc- 
tion, avoir  une  représentation  algébrique. 

Nous  devrons  d'abord  observer  que,  d'après  ce  qui  a  été 
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établi  pour  les  directions  planes,  les  perpendiculaires  à  l'axe 
des  X,  dans  le  plan  des  xy,  ont  pour  représentant  algé- 
brique y  —  I- 

Nous  remarquerons,  en  second  lieu,  que,  dans  ce  même 
plan,  une  direction  quelconque,  faisant  un  angle  a  avec  l'axe 

des  X,  est  représentée  par  cos«  -i-  y  —  i  sina,  et  que,  récipro- 
quement, il  n'existe  pas  un  cas  particulier  de  cette  forme  qui 
ne  convienne  à  une  direction  tracée  sur  ce  plan.  Il  résulte  de 
là  que  cette  sorte  d'expression  est  impropre  à  nous  faire  sor- 
tir du  plan,  et  par  suite  à  nous  conduire  vers  le  but  que  nous 
nous  proposons  d'atleindre.  Il  faut  donc  chercher  autre  chose, 
et  ce  quelque  chose  doit  être  franchement  distinct  de  la  forme 
ci-dessus. 

D'ailleurs,  puisque,  dans  le  cas  précédent,  celui  de  la  per- 
pendicularité  simple,  c'est  par  les  puissances  que  l'assimila- 
tion avec  l'Algèbre  s'est  faite,  on  est  conduit  à  penser,  et  l'on 
est  même  forcé  d'admettre  que  ce  ne  saurait  être  en  dehors 
des  puissances  qu'on  doit  chercher  ce  qui  peut  concerner  la 
représentation  algébrique  de  la  perpendicularité  dans  l'espace; 
car,  pour  tant  que  celle-ci  soit  dans  l'espace,  elle  n'en  est  pas 
moins  dans  le  plan  des  jz,  par  exemple,  et  il  faut  bien  que, 
dans  ce  plan,  nous  puissions  retrouver  les  lois  qui  régissent 
les  perpendiculariiés,  lois  qui,  nous  le  répétons,  consistent  en 
ce  que  l'assimilation  avec  l'Algèbre  se  fait  par  les  puissances. 

Seulement,  tandis  que,  dans  le  plan  des  xy^  c'est  en  partant 
d'une  ligne  de  base  sur  laquelle  se  comptent  les  directions 
-t- I  et  —  I  que  nous  sommes  arrivé  à  celle  des  y  y  dans  le 
plan  des  yz,  nous  devons  partir  des  directions  -^  y'— ^  et 
—  sf^\  pour  arriver  à  celle  des  z,  et  c'est  par  cette  nouvelle 
voie  que  nous  devons  tâcher  de  trouver  le  lien  susceptible 
de  rattacher  H-  V— i  à  —  v/—i.  Cette  considération,  jointe  à  la 
précédente,  nous  conduit  à  peu  près  nécessairement  à  écrire 
que  ce  que  nous  cherchons  doit  être  de  la  forme  y  — ^  ,  sous 
la  condition  toutefois  que  r  ne  sera  pas  réel;  car,  s'il  l'était, 
nous  resterions  évidemment  dans  le  plan  des  xy,  puisque 
toutes  les  puissances  réelles  de  y  — i  appartiennent  à  des  di- 
rections situées  dans  ce  plan. 
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Parvenu  à  ce  point,  et  remarquant  qu'il  s'agit  de  se  rensei- 
gner sur  la  forme  d'un  exposant  affectant  y/— i,  il  devient 
apparent  que  nous  serons  bien  plus  facilement  conduit  à  trou- 
ver ce  que  nous  cherchons,  si  le  point  de  départ  \/~  i  et  le 
point  d'arrivée  —  y/— i,  si,  disons-nous,  ces  deux  extrêmes, 
dont  y  —  I  est  l'intermédiaire,  sont  eux-mêmes  exprimés  par 
des  puissances  de  s/'—i;  la  comparaison  doit  alors  devenir, 
pour  ainsi  dire,  concluante  par  elle-même;  cela  est  facile 

pour  v'— 1>  que  nous  pouvons  écrire  y^— i     ;  cela  n'est  pas 

aussi  immédiat,  mais  n'est  guère  plus  difficile  pour  —  y/— i, 

— 1 

qui  est  égal  à  \/— i     . 

Mais,  au  point  de  vue  des  puissances,  que  voyons-nous 

maintenant?  Qu'une  première  perpendicularité  sur  l'axe  des  / 

étant  représentée  par  y/— i  ,  la  seconde  perpendicularité  le 

sera  par  y/  — i  ,  et,  puisque  celle-ci  doit  nous  conduire  aux  j 
négatifs,  il  faudra  que  r  soit  tel  que  son  carré  devienne  —  i. 
Or  c'est  encore  là  la  propriété  caractéristique  de  y^— i;  d'où  il 
suit  que  le  représentant  algébrique  de  l'axe  des  z  doit  être 

v/=^ 

On  aura  donc  successivement,  dans  le  plan  des  jz,  savoir  : 

, ^~t 

Pour  l'axe  des  2 y/— i      , 

Pour  les  7  négatifs . .     y/— i  =y/  — i         =1;—  y/— i, 

Pour  les  z  négatifs . .     y/  — 1         =:y/— i         —  —  y'— i       » 

Pour  les  j positifs.. .     y/— i  z=^~i, 

et  ainsi  de  suite. 

Telle  est  la  série  de  déductions  qui,  depuis  fort  longtemps, 
nous  a  conduit  à  la  constatation  de  ces  résultats,  qui  sont  la 
clef  de  la  représentation  algébrique  des  directions  dans  l'es- 
pace. Si  nous  n'avons  pas  publié  nos  idées  à  cet  égard,  c'est 
que  nous  rencontrions  tant  de  répulsion,  ou  d'indifférence,  si 


l'on  veut,  à  accueillir  ce  qui  se  rapporte  aux  directions  dans 
un  plan,  que  nous  nous  sommes  toujours  demandé  si  nous 
pouvions  espérer  d'obtenir,  pour  ce  qui  est  plus  complexe, 
une  attention  qu'on  semblait  peu  disposé  à  accorder  à  des  con- 
ceptions beaucoup  plus  simples. 

Il  se  peut  aussi  que,  pour  ce  qui  s'applique  à  ce  sujet, 
comme  pour  tant  d'autres  idées,  le  moment  de  la  maturité  ne 
fût  pas  encore  venu.  Il  nous  a  donc  paru  sage  d'attendre,  espé- 
rant toujours  en  des  temps  meilleurs.  Peut-être  même  atten- 
drions-nous encore,  malgré  les  années  qui  nous  pressent,  si 
le  mouvement  intellectuel  qui  se  fait  aujourd'hui  ne  nous 
avait  fait  craindre  que  l'initiative  vînt  de  l'étranger,  et  que 
notre  pays  perdît  ainsi  le  bénéflce  de  s'être  fait  entendre  le 
premier. 

III. 

Avant  d'aller  plus  loin  dans  ces  recherches,  il  n'est  pas 
inutile  de  présenter  quelques  observations  subsidiaires. 

C'est  surtout  lorsque  l'ordre  d'idées  sur  lesquelles  est  fon- 
dée une  théorie  présente  un  caractère  non  équivoque  de  nou- 
veauté, et  même  d'étrangeté  pour  un  grand  nombre  d'esprits, 
lorsque,  par  conséquent,  ces  esprits  sont  naturellement  dis- 
posés à  ne  l'admettre  qu'à  très-bon  escient  et  sous  la  réserve 
des  preuves  les  plus  solides,  c'est  surtout  alors,  disons-nous, 
qu'il  importe  de  ne  pas  se  montrer  avare  d'explications,  et  de 
faire  voir  que  quelque  nouveaux,  quelque  étranges  que  pa- 
raissent au  premier  abord  les  faits  mathématiques  qui  servent 
de  base  à  cette  théorie,  ils  n'en  sont  pas  moins  en  liaison 
intime,  et  de  tout  point  rationnels,  avec  les  principes  fon- 
damentaux généralement  prouvés  et  reconnus  comme  d'in- 
contestables vérités  dans  la  science  à  laquelle  la  théorie  en 
question  doit  se  rattacher. 

La  nécessité  de  ces  explications  devient  encore  plus  grande 
lorsque,  à  la  suite  des  faits  exceptionnels  révélés  par  la  nouvelle 
théorie,  et  restés  inaperçus  jusqu'alors,  viennent  se  placer 
des  conséquences  en  contradiction  manifeste  avec  certaines 
propositions  qui  ne  sont  qu'accessoires,  il  est  vrai,  qui,  en 
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outre,  ne  sont  établies  que  par  voie  d'analogie  et  non  sur  des 
raisonnements  sérieux,  mais  qui,  s'appuyani  sur  des  croyances 
à  peu  près  générales,  exigent,  pour  être  extirpées,  un  insis- 
tance toute  particulière. 

C'est  par  ces  divers  motifs  que  nous  avons  cru  devoir  pré- 
senter les  explications  de  détail  qui  vont  suivre. 

IV. 

Qu'il  nous  soit  d'abord  permis  de  reproduire  ici  certaines 
idées  déjà  exposées,  il  est  vrai,  dans  notre  Ouvrage  sur  les 
principes  qui  régissent  les  formes  imaginaires,  mais  sur  les- 
quelles il  y  a  intérêt  à  revenir  toutes  les  fois  que  de  nou- 
velles espèces  algébriques  viennent  se  présenter  dans  nos 
recherches. 

Quelle  que  soit  l'impossibilité  dans  laquelle  nous  nous  trou- 
vons d'attacher  une  idée  de  réalisation  à  l'opération  y/' — i, 
lorsqu'il  s'agit  de  l'appliquer  à  la  seule  considération  de  l'unité 
numérique  ou  d'une  collection  quelconque  de  ces  unités, 
c'est-à-dire  au  nombre,  il  ne  nous  est  pas  toutefois  interdit  de 
comprendre  que,  même  dans  ce  cas,  il  est  tels  usages  de  cette 
opération  dont  nous  pourrons  avoir  l'intelligence  dans  les 
calculs  et  dont  nous  pourrons  tirer  profit,  pourvu  que  ces 
usages  ne  s'écartent  ni  des  règles  que  l'Algèbre  impose  au 
calculateur,  ni  de  la  définition  mathématique  de  sf—i. 

Il  n'est  pas  inutile  de  présenter  à  ce  sujet  quelques  obser- 
vations, et  de  faire  voir  qu'à  tout  instant,  sans  hésitation,  c'est 
précisément  ainsi  que  nous  en  agissons  pour  une  foule  d'opé- 
rations, différentes  sans  doute  de  celle  représentée  par  \/—i, 
mais  qui,  par  rapport  au  nombre,  ne  sont  pas  moins  impos- 
sibles qu'elle. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  mette  à  notre  disposition 
i3  boules  et  3  urnes,  qu'on  nous  propose  de  distribuer  ces 
boules  entre  les  urnes,  de  manière  que  chacune  de  celles- 
ci  contienne  le  même  nombre  de  boules,  et  qu'on  demande 
quel  doit  être  ce  nombre. 

Pour  résoudre  cette  question,  il  faudra  diviser  i3  par  3,  et, 
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par  conséquent,  —  sera  le  nombre  de  boules  demandé;  mais, 

comme  -j-  est  une  opération  impossible  avec  la  seule  idée  de 

nombre,  nous  nous  trouvons  en  présence  d'un  empêchement 
absolu. 

On  change  alors  le  nombre  de  boules,  on  le  porte  à  20,  et 
l'on  demande  d'appliquer  la  même  opération  à  celte  nouvelle 
donnée.  Ici  encore  nous  nous  trouvons  en  présence  d'un 

20 
nouvel  empêchement,  parce  que  le  nombre  de  —  boules  de- 
mandé comporte  une  opération  non  moins  impossible  à  réa- 
liser sur  le  nombre  que  la  précédente. 

Voilà  donc  deux  impossibilités  numériques  -^   ^^ir  ^^^^ 

constatées. 

Est-ce  à  dire  pour  cela  que  nous  devrons  nous  abstenir  à 
tout  jamais  de  faire  intervenir  dans  les  calculs  ces  impossibi- 
lités, et  que,  par  cela  seul  qu'elles  sont  irréalisables  par  elles- 
mêmes,  nous  devrons  nous  interdire  d'en  faire  usage  ? 

Il  n'est  pas  un  calculateur  qui  ne  s'empresse  de  repousser 
une  telle  conclusion;  car  l'admettre,  ce  serait  s'interdire  de 
raisonner  sur  les  inconnues  des  problèmes,  puisque,  lors- 
qu'on cherche  à  mettre  ceux-ci  en  équation,  on  ne  sait  pas 
encore  si  les  inconnues  représenteront  des  choses  possibles 
ou  impossibles. 

Si  maintenant,  dans  l'espèce  actuelle,  on  nous  demande  quel 
sera  le  nombre  uniforme  de  boules  que  contiendra  chaque 
urne  après  qu'on  y  aura  mis  le  tiers  de  l'un  et  de  l'autre  tas, 
nous  n'hésiterons  pas  à  dire,  quelle  que  soit  l'impossibilité 

respective  de  —  et  de  -,-5  que  le  nombre  demandé  doit  être 

..  ...  '       .        <   j-      i3      20 
la  somme  de  ces  deux  impossibilités,  c  est-a-dire  -^  -f-  -,-  ou 
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-^5  et  que  par  conséquent  ce  nombre  est  égal  à  1 1. 

On  voit,  par  cet  exemple  fort  simple,  que  les  impossibilités 
algébriques,  à  la  condition  toutefois  qu'elles  comporteront 
une  définition  mathématique,  peuvent  devenir  d'utiles  in- 
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slrumenls  de  calcul  ;  que  si,  considérées  en  elles-mêmes  el 
indépendamment  de  Vusage  qu'on  en  pourra  faire,  elles  con- 
sliluenl  des  empêchements,  ces  empêchements  ne  sauraient 
être  considérés  comme  absolus.  Cela  tient,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  voir  dans  l'exemple  cité,  à  ce  que  ces  empêche- 
ments qui  résultent  d'opérations  actuellement  inexécutables 
peuvent,  suivant  la  nature  des  calculs  autorisés  auxquels  on 
les  soumet  ultérieurement,  être  dénoués  par  les  opérations 
nouvelles  détruisant  les  obstacles  introduits  par  les  premières 
et  nous  ramenant  ainsi  dans  le  domaine  des  choses  possibles. 
Sans  doute  cela  n'arrivera  pas  toujours  :  ce  sont  là  des  effets 
qui  dépendront  évidemment  de  la  nature  particulière  de  ces 
nouvelles  opérations  ;  car  quelquefois  celles-ci  ne  feront  qu'a- 
jouter un  empêchement  de  plus  à  l'empêchement  initial,  tan- 
dis que  d'autres  fois,  au  contraire,  elles  feront  disparaître  ce- 
lui-ci. Nous  venons  de  présenter  un  exemple  fort  simple  de 
ce  dernier  cas  ;  mais  si,  au  lieu  de  porter  à  20  la  seconde  col- 
lection de  boules,  nous  l'avions  constituée  avec  19  seulement^ 

alors,  aux  deux  empêchements  primitifs  -5-  el  —^  nous  au- 
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rions  eu  a  en  ajouter  un  troisième  -5-' 

En  résumé,  l'on  voit  qu'une  expression  rendue  impossible 
par  le  fait  d'une  opération  algébrique,  inexécutable  sur  l'es- 
pèce dont  on  s'occupe,  ne  saurait,  par  cela  même,  être  frappée 
d'interdiction  pour  le  calcul,  c'est-à-dire  pour  d'autres  opéra- 
tions ;  parce  que  la  nature  de  celles-ci  peut  être  telle  qu'elle 
entraîne  l'annulation  de  l'opération  productrice  de  l'empê- 
chement initial,  et,  comme  c'est  là  une  chose  que  nous  ne 
pouvons  savoir  d'avance,  il  n'y  a  rien  que  de  rationnel  à  en 
faire  l'essai. 

Or  ce  que  nous  acceptons,  ce  que  nous  pratiquons  à  tout 
instant  pour  les  empêchements  résultant  d'opérations  que 
nous  sommes  convenus  de  considérer  comme  réelles,  doit 
tout  aussi  bien  s'appliquer  à  celle  qu'il  nous  a  plu  d'appeler 
imaginaire,  parce  que,  comme  les  autres,  celle-ci  fait  partie 
du  domaine  de  l'Algèbre,  parce  que,  comme  elles,  elle  pos- 
sède aussi  sa  définition  mathématique. 
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Par  conséquent,  sous  la  condition  toute  naturelle  d'obéir  à 
ce  qu'exige  cette  définition,  nous  pouvons  en  faire  un  instru- 
ment de  calcul  et  la  soumettre  à  de  nouvelles  opérations,  sous 
cette  seule  réserve,  que  l'usage  de  ces  opérations  sera  con- 
forme aux  règles  que  l'Algèbre  autorise  et  prescrit. 

Cela  posé,  si  la  présence  de  v' — *  dans  a  y  —  '  soumet  le 
nombre  a  à  une  opération  irréalisable  et  le  place  dans  un  état 
actuel  d'impossibilité,  cela  n'empêchera  pas  de  comprendre 
que  le  produit  de  a  v/ — i  par  a  \] — i ,  si  on  l'exécute  confor- 
mément à  ce  qu'exige  la  définition  de  y/^i  et  aux  règles 
qu'autorise  l'Algèbre,  me  donnera  pour  résultat  —  a},  de  telle 
sorte  que,  tout  en  reconnaissant  que  l'adjonction  factorielle 
de  V  —  I  à  a  crée  une  véritable  impossibilité  numérique,  cette 
adjonction  n'en  possède  pas  moins  le  privilège,  au  point  de 
vue  des  lois  algébriques,  de  changer  le  signe  du  carré  de  a, 
propriété  précieuse  dans  toutes  les  questions  en  grand  nombre 
où  ce  n'est  pas  la  racine  elle-même,  mais  son  carré  qu'on  a 
intérêt  à  connaître. 

Nous  pouvons  en  dire  autant  de  l'opération  qui  consiste  à 
élever  le  nombre  à  la  puissance  imaginaire  v^— i.  Certes,  je 
n'ai  aucun  moyen  avec  la  simple  conception  de  ce  qu'est  le 

nombre  d'interpréter  l'opération  a^~';  mais  il  est  tel  usage  de 
cette  expression,  tout  impossible  qu'elle  est,  dont  il  me  sera 
permis  d'avoir  la  parfaite  intelligence  et  de  tirer  profit  dans 
certaines  occasions.  Ainsi,  lorsque,  dans  une  question  qui 
m'a  conduit  à  chercher  la  valeur  de  a"',  je  constate  que  m  est 
égal  à  v' — I ,  je  me  trouverai  momentanément  dans  l'impossi- 
bilité de  savoir  quelle  signification  il  faut  attribuer  à  une  telle 
expression  ;  mais  si,  dans  cette  question,  il  arrive  que  ce  n'est 
pas  de  a",  mais  de  a""',  que  je  dois  faire  usage  pour  obtenir  un 
certain  résultat,  l'impossibilité  première,  au  point  de  vue  de 

cet  usage,  conduit  à  œ-"^'^  ou  «~',  et  enfin  à  -j  résultat  par- 
faitement compréhensible,  bien  que  a^~'  ne  le  soit  pas. 

Or  c'est  précisément  là  le  problème  que  nous  avons  eu  à 
résoudre  lorsque,  des  r  positifs  représentés  par  si — i,  nous 
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avons  voulu  passer,  par  la  voie  de  la  perpendicularité  des  z, 
aux  j  négatifs  représentés  par  -==?  c'est-à-dire  de  V^  à 

son  inverse.  Cela  nous  a  conduit  dans  cette  espèce,  comme 
nous  venons  de  le  constater  pour  le  cas  général,  à  faire  usage 
de  l'exposant  s/ — i,  imaginaire  il  est  vrai,  mais  dont  le  carré 
se  dénoue  en  réel. 

Peut-être  s'étonnerait-on  moins  de  tout  ce  que  nous  disons 
ici,  si  l'on  voulait  bien  réfléchir  que,  dans  maintes  et  maintes 
occasions,  les  choses  de  ce  monde  ne  se  passent  pas  autre- 
ment, soit  au  physique,  soit  au  moral. 

Certes,  les  progrès  de  l'humanité  seraient  fort  loin  de  l'état 
d'avancement  dans  lequel  ils  se  trouvent  aujourd'hui,  si  les 
hommes  de  génie  qui  nous  ont  précédés  n'avaient  pu  raison- 
ner et  agir  que  sur  les  choses  dont  la  conception  nette  et  en- 
tière leur  aurait  été  préalablement  acquise. 

Est-ce  que  Newton  avait  conscience  de  ce  que  doit  être  ce 
qu'il  a  appelé  Vattraction  lorsqu'il  formulait  des  lois  aussi  ré- 
gulières, aussi  positives  en  fait  que  ratlraclion  est  incertaine 
dans  son  essence? 

Qui  de  nous  pourrait  affirmer  qu'il  possède  des  notions 
complètes  et  précises  sur  la  constitution  intime  de  la  chaleur, 
de  la  lumière,  de  l'électricité,  de  toutes  les  forces  en  général? 
Et  cependant  ne  faisons-nous  pas  un  usage  journalier  de  toutes 
ces  choses,  quelque  impénétrable  que  demeure  leur  essence, 
et  ne  sommes-nous  pas  parvenus  à  réglementer  en  grande 
partie  les  conditions  de  cet  usage  ? 

Au  point  de  vue  de  l'équilibre  vital,  l'influence  du  moral 
sur  le  physique  est  indéniable  ;  mais  ce  qu'est  cette  influence 
par  elle-même  nous  l'ignorons  complètement.  Cela  ne  nous 
empêche  pas  cependant  de  chercher  à  la  diriger,  soit  pour  la 
combattre  quelquefois,  soit  dans  d'autres  circonstances  pour 
en  tirer  profit. 

Enfin  qui  pourrait  expliquer  ce  que  sont,  dans  leur  na- 
ture propre,  les  sentiments  de  sympathie  qui  rapprochent  les 
personnes  et  ceux  d'antipathie  qui  les  éloignent,  sentiments 
qui,  parvenus  à  leur  paroxysme,  et  que  nous  appelons  alors 
Vamour  ou  la  haine,  sont  les  mobiles  les  plus  déterminants. 


-  13  - 

les  plus  énergiques  des  actes  de  la  vie  humaine?  Personne 
assurérnent  ne  pourra  mettre  à  jour  l'essence  de  ces  senti- 
ments, et  cependant  ce  sujet,  plus  que  tout  autre  peut-être, 
est  et  sera  l'éternel  objet  de  nos  plus  profondes  méditations. 

On  le  voit  donc,  l'ignorance  dans  laquelle  nous  pouvons 
être  des  causes  premières  n'est  pas  un  obstacle  à  l'exercice 
du  raisonnement.  Cet  exercice  est  un  droit  naturel  que  le  don 
de  l'intelligence  assure  à  l'homme  et  en  vertu  duquel,  au  mi- 
lieu des  plus  profonds  mystères,  viennent  resplendir  de  ma- 
gnifiques clartés;  cet  exercice  se  pratique,  quelle  que  puisse 
être  l'essence  même  des  causes,  d'abord  par  la  connaissance 
des  effets  nécessaires  et  immédiats  qu'elles  produisent,  et 
ensuite  par  l'étude  des  conséquences  diverses  et  non  moins 
nécessaires  qui  découlent  de  ces  faits  primitifs. 

Qu'importe  au  navigateur  d'être  édifié  sur  la  cause  origi- 
nelle du  vent  qui  le  pousse  et  sur  l'essence  de  cette  force?  II 
lui  suffit  de  connaître  ses  directions  successives  pour  interro- 
ger son  intelligence  sur  les  usages  incessants  qu'il  en  doit 
faire  et  arriver  ainsi  au  but  qu'il  se  propose  d'atteindre. 

Revenant  maintenant  à  l'objet  spécial  qui  nous  occupe,  nous 
pourrons  affirmer  que  les  impossibilités,  les  incompréhen- 
sions algébriques,  qu'elles  soient  réelles  ou  imaginaires,  mais 
sous  la  condition  qu'elles  seront  mathématiquement  définies, 
c'est-à-dire  que  leurs  eff'ets  dans  les  calculs  seront  bien  préci- 
sés, que  ces  impossibilités,  disons-nous,  seront  dans  tous  les 
cas  de  précieux  instruments  de  recherches,  et  qu'avant  de  les 
condamner,  dès  leur  apparition,  comme  des  empêchements 
absolus,  il  faut,  dans  chaque  question,  s'enquérir  de  l'usage 
qu'on  en  doit  faire,  car,  suivant  la  nature  de  cet  usage,  l'em- 
pêchement pourra  ou  persister  ou  complètement  disparaître. 

En  un  mot,  la  présence  d'une  impossibilité,  dans  le  cours 
des  calculs  auxquels  une  question  donne  lieu,  ne  préjuge 
rien  sur  la  solubilité  ou  l'insolubilité  finale  de  celle-ci.  Tant 
que  les  opérations  voulues  par  l'état  de  la  question  ne  sont 
pas  consommées,  il  n'est  pas  permis  de  se  prononcer. 
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V. 


Revenons  mainlenani  avec  quelques  détails  sur  celle  faculté 
remarquable  que  possède  y/—  i ,  soit  par  ses  puissances  réelles, 
soit  par  son  emploi  en  qualité  d'exposant,  de  représenter  les 
perpendicularités  de  toute  sorte  et  leurs  évolutions,  et  de 
consacrer  ainsi  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie  le  principe 
d'une  assimilation  beaucoup  plus  complète,  beaucoup  plus 
étendue  que  celle  qu'on  a  entrevue  jusqu'à  présent. 

Lorsque  dans  la  recherche  à  laquelle  nous  venons  de  pro- 
céder pour  la  perpendicularité  dans  l'espace,  nous  avons  été 
conduit  à  reconnaître  que  ce  qui  fait  l'objet  de  nos  investiga- 
tions doit  être  représenté  par  s/ — i  ,  nous  avons  eu  soin  d'ap- 
peler l'attention  du  lecteur  sur  cette  circonstance  que,  sous 
peine  de  rester  confiné  dans  le  plan  des  xy,  il  fallait  que  r  ne 
fût  pas  réel,  puisque,  dans  le  c*as  de  la  réalité  de  t,  toute  ex- 
pression de  la  forme  y/— i  appartient  nécessairement  à  une 
direction  située  sur  ce  plan. 

Par  exemple,  parce  que  —  y/—  i  est  égal  à  y/—  i  ,  nous  n'au- 
rions pas  pu  dire,  après  avoir  constaté  que  y/ — i  doit  nous 
conduire  à  —  y/ — i ,  que  l'on  doit  avoir  r^=  3,  d'où  7  =  y/3. 
Sans  doute  ce  résultat  est  vrai  ;  il  exprime  en  effet  que  la  di- 
rection —  y/ — I  qui  correspond  à  l'angle  de  270  degrés  peut 
s'obtenir  par  celle  qui  résulte  de  la  répétition  de  l'angle  de 
i35  degrés;  mais  cela  ayant  lieuet  ne  pouvant  avoir  lieu  que 
dans  le  plan  des  xj-  ne  nous  aurait  rien  appris  de  plus  que 
ce  que  nous  savons  déjà.  Une  pareille  solution  ne  pouvait 
donc  nous  convenir,  puisqu'elle  nous  maintient  dans  un  plan 
duquel  nous  cherchons  à  sortir.  11  nous  en  fallait  une  seconde 
tout  à  fait  distincte  de  la  première  et  susceptible  d'exprimer 
avec  des  formes  nouvelles  des  faits  géométriques  nouveaux. 
Si  cette  solution  n'avait  pas  existé,  dans  les  conditions  pres- 
senties et  ci-dessus  exprimées,  nous  aurions  dû  renoncer  à 
l'espoir  de  donner  à  la  perpendicularité  des  z  une  représen- 
tation algébrique.  Or  ce  qui  est  vraiment  digne  d'intérêt,  c'est 
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que  non-seulement  celle  solution  existe,  mais  encore  que 
c'est  dans  l'expression  qui  déjà  nous  a  permis  de  représen- 
ter le  premier  ordre  de  perpendicularilé  que  nous  trouvons 
les  moyens  d'obtenir  l'équivalent  algébrique  de  la  perpendi- 
cularilé du  second  ordre. 

Nous  devons  d'ailleurs  placer  ici  une  remarque,  sans  la- 
quelle notre  argumentation  pourrait  paraître  incomplète. 

Au  point  de  vue  géométrique,  il  y  a  une  inflnité  de  ma- 
nières d'aller  dans  l'espace  des  y  positifs  aux  y  négatifs,  en 
faisant  deux  angles  droits  ;  car  toute  ligne  qui,  parlant  de  l'o- 
rigine, est  située  dans  [le  plan  des  xz,  est  perpendiculaire  à 
l'axe  des  y  et  indique,  par  conséquent,  une  des  voies  qu'on 
peut  suivre  pour  parvenir  de  -i-  j  à  —  j  par  une  double  per- 
pendicularilé. Or  il  importe  de  faire  voir  que,  sinon  explici- 
tement, du  moins  implicitement,  c'est  bien  à  celle  de  ces 
lignes  qui  appartient  au  plan  des  yZy  c'est-à-dihe  à  l'axe  des  z, 
que  conviennent  nos  raisonnements. 

En  effet,  nous  venons  de  rappeler  que  toutes  les  solutions 
possibles  de  la  question  qui  nous  occupe  sont  des  lignes  par- 
tant de  l'origine  et  situées  dans  le  plan  de  xz.  Elles  consti- 
tuent donc,  dans  ce  plan,  l'ensemble  des  directions  qu'on 
peut  y  tracer  autour  du  point  0.  Or,  de  ce  qui  a  été  établi 
pour  l'expression  des  directions  dans  un  plan,  il  résulte  que 
si,  dans  celui  des  xz^  on  prend  l'axe  des  x  comme  ligne  de 

base  et  dans  l'hypothèse  où  \l — i  représente  la  perpendicu- 
larilé de  l'axe  des  z,  la  direction  d'une  ligne  quelconque,  fai- 
sant avec  celle  de  base  un  angle  |3,  sera  représentée  à  son 
tour  par  une  expression  de  la  forme 

cos^  -+-  v'— I  sin(3. 

Or  celles-ci  ne  jouissent  de  la  propriété  de  devenir  per- 
pendiculaires aux  x^  et  d'être  par  conséquent  l'axe  des  z,  que 
lorsque  (3  est  égal  à  un  angle  droit,  et  comme,  dans  ce  cas, 

l'expression  ci-dessus  se  réduit  à  v' — i  >  on  voit  que  c'est 
bien  en  effet  à  la  direction  même  de  l'axe  des  z  que  nos  rai- 
sonnemenls  ont  été  appliqués. 
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VI. 


Cette  souplesse  d'assimilation  avec  les  perpendicularités 
géométriques,  que  possèdent  y/ — i  et  ses  puissances  réelles 
et  imaginaires,  ne  saurait  passer  inaperçue.  Quel  que  soit  l'ac- 
cueil qu'on  voudra  lui  faire  dans  le  présent,  il  ne  nous  paraît 
pas  possible  qu'elle  n'ait  pas  un  jour  raison  de  l'antipathie  de 
certains  préjugés.  Elle  établit  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie 
une  liaison  trop  intime  pour  que  tôt  ou  tard  un  fait  d'une  si 
haute  importance  n'occupe  pas  dans  la  Science  une  place  qui 
lui  est  nécessairement  réservée. 

Nous  pouvons  même  dès  à  présent  faire  un  pas  de  plus  dans 
cet  ordre  de  considérations.  Sans  approfondir  complètement 
ce  sujet,  nous  lui  réserverons  quelques  explications  desti- 
nées à  en  faire  bien  comprendre  la  portée. 

Si,  dans  l'ordre  naturel  géométrique,  il  nous  est  interdit 
d'aller  au  delà  de  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux,  rien 
n'empêche  l'esprit  d'avoir  la  conception  d'une  succession  de 
perpendicularités,  enchaînées  les  unes  aux  autres  par  des  lois 
de  même  forme  et  de  même  nature  que  celles  qui  lient  les 
premières  entre  elles.  Consacrons  quelques  explications  au 
développement  de  cette  pensée. 

Nous  avons  vu  que  pour  une  seule  droite,  axe  des  j,  per- 
pendiculaire à  une  autre,  axe  des  x,  le  symbole  algébrique  de 
la  perpendicularité  est  caractérisé  par  \j—\,  expression  qui 
jouit  de  cette  propriété,  que  sa  répétition,  par  voie  de  multi- 
plication, produit  le  résultat  —  i,  de  même  que  la  double  ré- 
pétition de  l'angle  droit,  à  partir  d'une  direction,  conduite  la 
direction  inverse. 

Pour  une  nouvelle  droite,  axe  des  z,  perpendiculaire  à 
deux  autres  déjà  caractérisées  chacune  par  -r- 1  et  sj—'i,  le 
symbole  de  la  double  perpendicularité  ne  se  borne  pas  à  V^— i, 
mais  à  la  puissance  sj—f-  de  cette  expression.  Or  ce  sym- 
bole \j—i  doit  jouir  de  cette  propriété  que,  par  rapport  à 
la  caraclérisation  des  j,  déjà  faite  par  yj—i ,  l'opération  à  l'aide 
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de  laquelle  on  passe  de  \/— i  à  \  —  i  éiani  doublemenl  ré- 
pétée, doit  conduire  à  l'expression  —  \/—t  ;  de  même  que  la 
double  répétition  de  l'angle  droit,  à  partir  de  jr  et  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  :v,  conduit  à  la  direction  des  r  négatifs. 

Cela  posé,  continuant,  au  point  de  vue  abslractif,  cette  loi 
de  transmission  et  de  dépendance  des  perpendiculaires  les 
unes  par  rapport  aux  autres,  nous  pouvons  supposer  une  qua- 
trième droite,  axe  de  v,  à  la  fois  perpendiculaire  aux  trois 
précédentes  et  contenue  avec  Taxe  des  z  dans  un  plan  qui  se- 
rait en  même  temps  perpendiculaire  aux  r  et  aux  x,  sans 
toutefois  se  confondre  ni  avec  l'une  ni  avec  l'autre  de  ces 
coordonnées. 

Or,  dans  ce  plan  des  zv,  où  déjà  les  z  sont  représentés 

par  ±  \,f~ i  par  rapport  aux  x  et  aux  y,  comment  seront 
représentés  les  v  par  rapport  aux  z,  et,  par  suite,  par  rapport 
aux  autres  coordonnées? 

Nous  nous  dispenserons  de  répéter  ici  les  raisonnements 
à  l'aide  desquels  nous  avons  déjà  établi>  dans  ce  qui  précède, 

qu'il  est  impossible  pour  cela  d'exécuter  sur  y  — i  une  mo- 
dification de  même  nature  que  celles  déjà  introduites  dans  le 
cours  de  ces  recherches,  et  d'élever,  par  conséquent,  l'expo- 
sant y/  — I  à  une  puissance  quelconque  réelle.  En  agissant 
ainsi,  nous  ne  sortirions  pas  de  la  représentation  d'une  direc- 
tion à  trois  ordonnées,  tandis  que  nous  voulons  nous  élever 
à  un  ordre  supérieur,  c'est-à-dire  à  la  direction  à  quatre  or- 
données pour  laquelle,  ou  il  n'existera  pas  de  forme  d'écri- 
ture possible,  ou  il  existera  une  forme  nouvelle  nécessaire- 
ment distincte  des  précédentes. 

Cela  posé,  et  sans  de  plus  amples  explications,  qui  ne 
seraient  qu'une  répétition  de  ce  qui  a  été  déjà  dit,  on  sera 
naturellement  conduit,  pour  l'essai  qu'on  se  propose,  à  faire 

usage  du  symbole  [yf—iT  complètement  différent  des  pré- 
cédents si  -  n'est  pas  réel. 

Admettons,  en  conséquence,  que  le  symbole  [y'— ï^]  re- 
présente, dans  les  conditions  ci-dessus  énoncées,  la  direction 
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des  ordonnées  v  perpendiculaires  aux  z  et  en  même  temps 
aux  X  et  aux  j. 
Si  donc,  dans  le  plan  des  zv,  pour  passer  de  :;  à  son  angle 

droit  ou  à  v,  il  faut  dans  \J—i  élever  à  la  puissance  z  l'ex- 
posant v^-',  on  en  conclura  que,  pour  passer  ensuite  de  f  à 
son  angle  droit,  il  faudra  une  seconde  fois  élever  cet  exposant 

à  la  même  puissance  r,  ce  qui  donne  [y^— ï]  .  Or,  comme 
après  cette  double  perpendicularité  nous  tombons  sur  les  z 

négatifs  représentés  par  —  y/'— i  ,  il  faudra,  pour  qu'il  y  ait 
accord  entre  l'Algèbre  et  notre  conception,  qu'on  ait 

.  — 1 

mais,  parce  que  —  v'— i  est  égal  à  y/— i     ,  le  second  membre 

devient  y  — i         .  Egalant  alors  les  exposants,  il  vient 

V  — ï     =  — V  — '» 

el  il  s'agira  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  t  qui  satisfait 
à  cette  condition. 

Or  on  reconnaîtra  facilement  que  celle-ci  est  l'exacte  re- 
production de  celle  que  nous  avons  déjà  obtenue  pour  la  per- 
pendicularité des  z,  et  que,  par  suite,  elle  donnera  comme  elle 
pour  T  la  valeur  v^—  i . 

Concluons  donc  que,  si  trois  perpendicularités  successives 
et  distinctes  x,  j,  2,  v  par  rapport  à  la  direction  primitive  des  x 
étaient  possibles  en  Géométrie,  comme  le  sont  les  deux  y 
et  z,  et  si  la  troisième  v  obéissait  au  même  ordre  de  condi- 
tions qui  régit  les  premières,  la  représentation  algébrique  de 

cette  dernière  s'obtiendrait  par  l'expression  y^^^  ; 

Que,  si  à  cette  troisième  perpendicularité  on  voulait  en 
ajouter  une  quatrième  que  nous  appellerons  celle  de  l'axe 
des  M,  sans  entrer  dans  d'inutiles  répétitions,  nous  prendrons 
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immédiatement,  pour  représenter  la  perpendicularilé  de  cet 

^rr,>/^''' 

ordre,  l'expression    V—  i  j  >  forme  qui  sera  distincte  des 

précédentes  si  t  n'est  pas  réel.  Or,  si  ce  premier  angle  droit 
des  u  sur  les  v  est  ainsi  exprimé,  celui  qu'on  fera  à  la  suite 

dans  le  plan  des  uv,  et  qui  conduit  aux  v  négatifs,  le  sera 
-1 

^     rii^ 

par  [^ — ij  ;  et,  comme  les  v  négatifs  sont  représentés 

r- Y  — 1 

par  '  — y— ij  >  »•  viendra 

lV— i]  =  -V  — ïj         ; 

mais,  —  v'  — I  qui  flgure  dans  le  second  membre  étant  égal 

à  ^ —  I     ,  celte  équation  se  transforme  comme  suit  : 

-j  

. — v'— '  / —  V—' 

Lv  — ij  =y— «J 

Les  racines  étant  maintenant  égales,  il  faudra  que  les  expo- 
sants le  soient,  ce  qui  donne 

-»  ^_ 

\— i^         =  — V'  — i^     . 

Or  on  reconnaît  là  la  condition  qui  a  donné  r  pour  le  cas 
de  la  perpendicularité  du  troisième  ordre,  et  de  laquelle  on  a 
déduit  r  =  ±v  — I  • 

Il  est  évident  que  des  raisonnements  tout  pareils  s'appli- 
queraient mol  pour  mol  aux  perpendicularités  des  5%  6% 
7*  ordre,  et  en  général  d'un  ordre  quelconque. 

On  ne  saurait,  ce  nous  semble,  prendre  connaissance  de 
ces  résultats  sans  être  frappé  de  quelque  élonnement.  N'est-il 
pas  surprenant,  en  effet,  que  dans  ces  formes  énigmaiiques  de 
l'Algèbre  qui  se  sont  introduites  dans  la  science  du  calcul,  à 
notre  insu  pour  ainsi  dire,  comme  malgré  nous,  et  sans  que 
nous  ayons  su  d'abord  en  saisir  ni  l'intelligence  ni  les  usages, 
n'est-il  pas  surprenant,  disons-nous,  que  ce  soit  précisément 
dans  ces  formes  mêmes  que  se  trouvent  les  moyens  de  faire 
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passer  la  science  de  l'étendue  tout  entière  dans  le  domaine 
des  combinaisons  analytiques;  de  telle  sorte  qu'à  l'aide  de  ces 
combinaisons  on  arrive  à  connaître  les  propriétés  d'un  en- 
semble de  lignes,  d'angles  et  de  plans  aussi  exactement, 
mieux  peut-être,  que  si  on  les  suivait  du  regard  dans  leurs 
détails  les  plus  compliqués?  Notre  étonnement  ne  redouble- 
t-il  pas  encore  lorsque  nous  reconnaissons  que,  dans  l'entière 
série  de  ces  formes,  deux  seulement  suffisent  pour  étudier 
et  expliquer  toutes  les  questions  que  notre  géométrie  terrestre 
peut  soumettre  à  la  sagacité  de  notre  intelligence,  et  qu'il  en 
est  une  foule  d'autres,  déjà  explorées,  toutes  préparées  d'a- 
vance, sur  le  sens  et  les  propriétés  desquelles  nous  sommes 
bien  fixés,  susceptibles  de  s'appliquer,  dès  à  présent,  non  pas 
à  une  géométrie  de  trois  dimensions  seulement,  mais  à  une 
science  infiniment  plus  générale  dont  cette  géométrie  ne  se- 
rait qu'un  infime  échantillon,  et  qui,  constituée  comme  elle 
dans  ses  bases  principales  et  dans  les  divers  rapports  qui  lient 
ces  bases  entre  elles,  accepterait  successivement  des  nombres 
de  plus  en  plus  considérables  de  dimensions,  sans  que  rien 
limitât  celte  faculté  d'introduire  perpendicularités  sur  per- 
pendicularités,  étendues  sur  étendues. 

On  le  voit  donc  dès  à  présent,  de  nouvelles  formes  sont  là 
toutes  prêles  pour  les  besoins  des  futures  combinaisons  de 
l'esprit.  Sans  emploi  aujourd'hui,  quant  à  leurs  applications 
diverses,  peut-être  seront-elles  appelées  demain  à  fournir 
leur  contingent  d'utilité.  Bornées,  au  point  de  vue  de  la  Géo- 
métrie, à  leurs  deux  premiers  échelons,  qui  pourrait  pré- 
tendre que,  dans  les  recherches  scientifiques  de  l'avenir,  et 
pour  des  quantités  autres  que  les  droites  et  leurs  directions, 
elles  ne  seront  pas  utilisées  avec  tous  leurs  degrés  et  dans 
tout  leur  ensemble? 

Celui  qui  le  premier  employa  les  mots  élévation  aux  puis- 
sances, pour  désigner  l'opération  de  calcul  ainsi  nommée,  ne 
prévoyait  pas  sans  doute  combien  un  jour  serait  complète  la 
justification  de  l'usage  qu'il  fit  de  ces  expressions.  Ainsi,  tandis 
que  c'est  par  une  élévation  aux  puissances  que  se  trouve  ca- 
ractérisée en  Algèbre  la  double  perpendiculariié,  nous  voyons 
que  ce  serait  par  une  nouvelle  élévation  aux  puissances  que 
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devrait  l'être  la  perpendicularité  triple,  et  par  de  nouvelles  et 
successives  élévations  aux  puissances  que  les  diverses  per- 
pendicularilés  succédant  aux  précédentes  devraient  l'être  à 
leur  tour;  de  sorte  qu'à  mesure  que  l'esprit  élève  d'un  degré 
ses  conceptions  relatives  à  la  création  de  perpendicularités 
consécutives,  le  calcul,  de  son  côté,  élève  à  une  puissance 
nouvelle  l'exposant  de  la  forme  algébrique  primitive  de  la 
perpendicularité. 


VII. 


Nous  aurions  maintenant  à  nous  occuper  d'une  objection 
qui  s'est  déjà  produite  depuis  longtemps  et  à  laquelle  la  rou- 
tine ne  manquera  pas  de  recourir  encore  au  sujet  de  l'expres- 

sion  y— 1  .  On  a  dit  que  cette  expression  ne  constitue  pas 
une  forme  algébrique  nouvelle.  Il  est  admis  en  effet,  par 
beaucoup  d'esprits,  que,  sous  quelque  aspect  que  se  présente 
une  expression  imaginaire,  cette  expression  est  toujours  ré- 
ductible à  la  forme  simple  a  -+-6^  —  1,  et  Ton  paraît  croire 
de  bonne  foi  que  cette  proposition  est  appuyée  sur  des  raison- 
nements inattaquables.  Plus  particulièrement  pour  \j~^^~\ 
on  prétend  que  non-seulement  cette  expression  peut,  comme 
toutes  les  autres,  se  ramener  à  la  forme  de  l'imaginaire  simple, 
mais  que  de  plus,  lorsqu'on  cherche  à  opérer  celle  transfor- 
mation, on  arrive  à  ce  résultat  que  V-^^"  est  réel  et  égal 
à  e   *  ,  ainsi  qu'Euler  l'a  fait  observer  le  premier. 

Certes,  si  toutes  ces  choses  étaient  vraies,  il  faudrait  prendre 
condamnation  et  renoncer  à  l'espoir  de  faire  rentrer  dans  le 
domaine  de  l'Algèbre  la  supputation  des  directions  considérées 
dans  l'espace.  Les  idées  que  nous  poursuivons  ici  ne  seraient 
que  des  utopies,  et  il  ne  nous  resterait  plus  qu'à  déposer  im- 
médiatement la  plume. 

Mais  il  s'en  faut,  à  notre  avis,  que  le  principe  de  la  réduc- 
tibilité  de  toute  expression  imaginaire  à  la  forme  simple 
fl  H-  6  \~i  soit^xact.  Malheureusement  ce  principe,  douteux 
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seulement  pour  quelques  rares  esprits,  est  admis  par  le  plus 
grand  nombre.  Or  ce  n'est  pas  chose  facile  que  de  déraciner 
des  croyances  générales.  Il  semble  qu'enlever  une  pierre  à  l'é- 
difice est  un  sacrilège,  et  qu'un  tel  acte  ne  peut  amener  pour 
conséquence  que  des  ruines.  On  ne  s'informe  pas  si  la  pierre 
est  mauvaise,  auquel  cas  la  remplacer  par  une  bonne  serait 
plutôt  un  moyen  de  conserver  que  de  détruire.  Non,  ce  n'est 
pas  ainsi  qu'on  procède,  et,  chose  remarquable,  dans  la  science 
prétendue  exacte  par  excellence,  on  en  est  venu,  dans  cer- 
tains cas,  à  se  passer  de  justifications  suffisantes,  à  se  conten- 
ter d'à  peu  près,  à  substituera  des  convictions  qui  ne  devraient 
avoir  d'autre  base  que  ce  que  permettent  en  droit  rigoureux 
la  science  et  la  logique,  à  leur  substituer,  dis-je,  des  croyances 
faciles  et  complaisantes  fondées  sur  les  entraînements  de 
simples  aperçus  analogiques,  attribuant  ainsi  à  de  vagues 
présomptions  toute  la  puissance  des  arguments  vraiment  ma- 
thématiques. 

Il  semble  cependant  que,  l'éveil  une  fois  donné,  on  devrait 
être  bientôt  en  mesure  de  savoir  ce  qu'on  doit  admettre,  ce 
qu'on  doit  rejeter.  Une  discussion  sérieuse,  qui  ne  serait  ni 
longue  ni  difficile,  ne  pourrait  manquer  de  mettre  prompte- 
ment  toute  chose  à  sa  place  ;  mais  on  ne  veut  pas  discuter;  on  le 
veut  d'autant  moins  qu'on  sent  bien  que  le  terrain  sur  lequel 
on  est  placé  n'est  pas  très-solide,  et,  comme  assez  souvent  on 
aime  moins  la  science  pour  elle-même  que  pour  soi,  on  n'est 
nullement  empressé  de  s'exposer  aux  désagréments  qui  se- 
raient la  conséquence  d'un  échec.  Dans  cette  situation,  tout 
en  dénigrant  en  particulier  les  idées  nouvelles  et  les  prenant 
en  pitié,  on  a  recours,  vis-à-vis  du  public,  au  moyen  si  com- 
mode de  l'abstention  qui,  outre  qu'il  ne  compromet  rien  dans 
le  présent,  permet  à  un  moment  donné  de  se  ranger  très-ho- 
norablement sous  la  bannière  du  parti  victorieux. 

Mais  n'insistons  pas  davantage  sur  ces  agissements  des  dé- 
faillances humaines.  Pour  nous  qui  n'exploitons  pas  la  science 
en  vue  d'intérêts  autres  que  les  siens,  qui  ne  la  cultivons  que 
dans  l'unique  but  de  la  recherche  et  de  la  connaissance  de 
ce  qui  est  vrai,  nous  nous  consolerons  en  pensant  que  cette 
abstention  même  exprime  sinon  la  crainte  d'.une  défaite,  du 
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moins  un  aveu  d'impuissance,  et  qu'après  tout,  si  nous  nous 
sommes  trompé,  il  ne  nous  en  coûtera  pas  de  faire  amende 
honorable;  si,  au  contraire,  nos  idées  sont  assises  sur  le  ter- 
rain de  la  vérité,  il  faudra  bien  tôt  ou  tard  qu'elles  finissent 
par  avoir  raison. 

Nous  nous  bornons  en  ce  moment  à  signaler  l'objection,  et 
voici  les  motifs  qui  nous  déterminent  à  attendre  pour  la  réfu- 

ter.  Comme  le  prétendu  fait,  que  s/—  '  est  réel,  a  pour  ori- 
gine l'emploi  d'un  arc  imaginaire,  comme  cet  emploi  a  été  fait 
sans  qu'on  sût  ce  que  peut  être  un  pareil  arc,  sans  qu'on  se 
fût  enquis  de  la  véritable  influence  qu'il  faut  lui  attribuer 
dans  les  calculs,  comme  enfin  on  a  admis,  sans  se  douter 
même  de  la  nécessité  d'une  démonstration,  que  les  formules 
établies  pour  des  arcs  réels  sont  de  tout  point  applicables  à 
des  arcs  imaginaires,  il  devient  nécessaire  de  revenir  sur  les 
principes  de  toutes  ces  choses  et  de  s'éclairer  sur  leur  véri- 
table portée.  Il  nous  sera  ensuite  facile  de  combattre  non- 
seulement  l'erreur  que  nous  signalons,  mais  encore  plusieurs 
autres  avec  elle. 

VIII. 

Reportons-noqs  à  cet  effet  au  rôle  que  jouent  les  arcs  dans 
la  fixation  et  la  supputation  des  directions,  et  cherchons  à  nous 
rendre  compte  de  l'extension  d'idées  qui  doit  nécessairement 
se  produire  en  nous  lorsque  la  perpendicularité  et  l'arc,  sor- 
tant simultanément  du  plan  dans  lequel  jusqu'ici  nous  les 
avons  supposés  confinés,  viennent  se  placer  dans  de  nouveaux 
rapports  relativement  à  leurs  précédentes  situations. 

Remarquons  à  ce  sujet  qu'ayant  fait  choix  dans  le  plan 
d'une  origine  et  d'une  ligne  de  base,  si  l'on  compte  d'abord 
les  arcs  en  s'élevant  au-dessus  de  cette  base  et  qu'on  veuille 
ensuite  les  compter  en  dessous,  il  sera  nécessaire,  en  vertu 
des  lois  qui  régissent  l'opposition  dans  le  mode  d'existence 
,  ou  d'action,  d'attribuer  aux  seconds  le  facteur  —  i  si  déjà  on 
a  appliqué  aux  premiers  le  facteur  +1.  Remarquons  ensuite 
qu'ayant  compté  au-dessus  de  la  ligne  de  base  un  premier 
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arc  a,  puis  un  deuxième  arc  a  égal  au  précédent,  puis  encore 
un  troisième,  un  quatrième  et  ainsi  de  suite  ;  les  directions 
déterminées  par  les  lignes  qui,  partant  de  l'origine,  aboutis- 
sent à  l'extrémité  de  ces  arcs,  auront  successivement  pour 
facteurs  algébriques 

(cosaH-  y/— I  sina)', 
(cosa-+-v^— I  sina)^ 
(cosa-f-  y/— I  sina)^ 


Il  a  été  établi  en  outre  que,  si,  au-dessous  de  la  ligne  de 
base,  on  porte  à  la  suite  les  uns  des  autres  une  seconde  série 
d'arcs  égaux  à  a,  les  directions  des  lignes  qui,  partant  de  l'ori- 
gine, aboutissent  à  l'extrémité  des  arcs  ainsi  déterminés,  et 
que,  d'après  la  remarque  précédente,  nous  devons  désigner 
par  —  a,  —  2 a,  —  3a, . . .,  ces  directions,  dis-je,  auront  suc- 
cessivement pour  facteurs  algébriques 

(cosa  +  v'  — I  sina)"', 
(cosa  -t-  v/ — I  slna)"', 

(  cos  a  -r-  V  —  I  sin  a  )~' , 


On  peut  donc  dire  que  c'est  toujours  la  même  expression 
cosa  +  ^— I  sin  a  qui  figure  dans  ces  facteurs,  que  celte  ex- 
pression en  est  la  racine  qui  se  trouve  élevée  aux  puissances 
1,  2,  3,. ..  pour  les  arcs  qui  sont  comptés  dans  un  sens,  et 
aux  puissances  —  1,-2,  —  3,.  . .  pour  ceux  qui  sont  comp- 
tés en  sens  inverse. 

Si  maintenant  on  se  demande  ce  qui  adviendra  pour  des 
arcs  qui,  n'étant  comptés  ni  sur  l'une  ni  sur  l'autre  de  ces 
directions,  se  trouveraient  sur  une  circonférence  dont  le  plan 
passant  par  la  ligne  de  base  serait  perpendiculaire  à  celui  de 
la  circonférence  précédente,  la  réponse  à  celle  question  se 
présentera  pour  ainsi  dire  instinctivement  d'elle-même.  En 
effet,  si  les  arcs  directs  et  inverses  dont  il  a  été  d'abord  parlé 


-Po- 
sent respeclivemenl  désignés  les  uns  par  -+-  a,  -*-  lot.,  +  3a, . . . , 
les  autres  par  — a,  — ix,  — 3a,..  .,  ne  faut-il  pas,  en  vertu 
des  lois  qui  relient  la  direction  perpendiculaire  aux  deux  pré- 
cédentes, que  les  nouveauxarcs  perpendiculaires  aux  premiers 
soient  caractérisés  par  ±ccsl — i ,  ±2a  v'— J ,  ±?>y.sj—i ,. . ., 
les  signes  h-  et  —  i  s'appliquanl  respectivement  à  ceux  qui 
sont  situés  au-dessus  du  plan  de  base  et  à  ceux  qui  sont  situés 
au-dessous  ;  de  telle  sorte  que,  dans  leurs  rapports  avec  les 
directions  situées  sur  ce  dernier  plan,  les  droites  qui,  partant 
de  l'origine,  aboutissent  aux  extrémités  des  nouveaux  arcs 
auraient  pour  facteurs  algébriques  de  leurs  directions  la 
même  expression  cosa  -f-  \J — i  sina  élevée  à  des  puissances 
dont  les  degrés  seraient  ce  qui  reste  de  l'expression  de  l'arc 
après  qu'on  l'a  divisée  par  a,  c'est-à-dire  les  facteurs 

(cosa  —  v'—i  sina;       , 

- — -    .        i\f^* 
(.cosa  —  V  —  *  sinaj        , 

(^cosa  -f-  V  — I  sma  , 

Telles  seraient  donc,  en  ce  qui  concerne  les  équivalences 
algébriques,  les  expressions  qui,  dans  le  plan  des  xz  perpen- 
diculaire à  celui  des  xy,  représenteraient  la  succession  des 
directions  aboutissant  aux  angles  a,  2a,  3a, ... ,  situés  dans  ce 
plan,  et  l'on  voit  combien  y  paraît  naturelle  l'intervention  de 

l'exposant  sj—  i . 

Au  point  de  vue  où  nous  permet  de  nous  placer  la  généra- 
lité des  principes  qui  ont  été  précédemment  exposés,  il  n'y  a 
rien  que  de  très-admissible  dans  une  telle  conclusion. 

Il  faut  reconnaître  toutefois  qu'on  ne  saurait  voir  dans  celte 
manière  de  procéder  qu'une  simple  induction,  d'accord  sans 
doute  avec  les  principes,  et  par  cela  même  très-plausible,  mais 
incomplète  quant  aux  preuves,  et  présupposée  plus  encore 
que  justifiée.  Or  nous  nous  méfions  trop  de  ce  qui  n'est  qu'a- 
nalogie, et  nous  n'avons  que  trop  souvent  constaté  que  les 
inductions  peuvent  facilement  conduire  à  l'erreur  pour  que 
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nous  consentions  voloniairement  à  rester  dans  cette  situa- 
tion. 

Pour  nous  éclairer  à  ce  sujet,  considérons  la  sphère  dont  le 
centre  est  à  l'origine  et  sur  laquelle  reste  toujours  fixé  l'arc  a, 
dans  le  mouvement  de  rotation  qu'on  lui  fait  faire  autour  de 
son  point  de  départ  pour  le  transporter  de  la  situation  positive 
à  la  situation  négative.  Cet  arc  aura  décrit  un  angle  droit  sur 
la  sphère  pour  passer  de  a  à  a  v/—  i ,  et  il  en  décrira  un  second 
pour  passer  de  a-y/ — i'  à  —  a.  Lorsqu'il  est  dans  la  position  a, 
son  extrémité  correspond  à  la  direction  (cosa  H-y/— i  sina)"*"'. 
Lorsqu'il  occupe  celle  —a,  son  extrémité  correspond  à  la  di- 
rection (cosa  -\-  y/— 1  sina)"'.  La  question  sera  maintenant  de 
savoir  si,  lorsqu'il  est  dans  la  position  perpendiculaire,  la  di- 
rection déterminée  par  son  extrémité  mobile  ne  serait  pas 
susceptible  d'être^lgébriquement  représentée  par  une  certaine 
puissance  de  la  même  expression  cosa  -f-  y  —  *  sina.  Si  nous 
appelons  t  cette  puissance,  l'élévation  de  cosa  -\-  \j — i  sina  à 
celle  puissance  sera,  en  ce  qui  concerne  les  directions,  l'opé- 
ration algébrique  équivalente  à  celle  qui  consiste  en  Géomé- 
trie à  faire  tourner  d'un  angle  droit  sur  la  sphère  l'arc  a;  par 
conséquent,  si  j'augmente  la  rotation  d'un  angle  droit,  cela 
exigera  algébriquement  qu'on  élève  de  nouveau  à  la  puis- 
sance r,  et  par  suite  (cosa  +  v^ — i  sina)''  sera  l'expression 
de  la  direction  correspondant  à  la  position  occupée  alors  par 
l'extrémité  de  l'arc.  Or  celte  direction  ayant  aussi  pour  ex- 
pression (cosa  + v^— I  sina)"',  il  sera  nécessaire  qu'il  y  ait 
égalité  entre  ces  deux  formes,  et  de  là  on  déduira  que  la  va- 
leur de  T  doit  être  y/— i .  Tout  ce  qui  précède  se  trouve  ainsi 
parfaitement  justifié. 

Examinons  maintenant  si  cette  nouvelle  manière  d'envisa- 
ger la  question  se  trouve  en  concordance  avec  le  résultat  de 
nos  premières  recherches,  c'est-à-dire  si  la  direction  de  l'axe 
des  z,  déduite  de  l'expression  générale  des  directions  dans  le 
plan  des  xz,  nous  donnera  la  même  valeur  que  celle  que  nous 
avons  directement  déduite  des  considérations  relatives  au 
plan  des  rz.  Or,  puisque,  dans  les  xz,  l'expression  générale 
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des  directions  est 

(cosa  4-  y  — I  sinaj       , 

lorsque  je  supposerai  que  l'angle  a  devient  égal  à  -»  la  direc- 
tion deviendra  précisément  celle  de  l'axe  des  z  ;  mais,  parce 
que  dans  ce  cas  cosa  est  nul  et  sina  est  égal  à  l'unité,  l'ex- 

pression  deviendra  y  —  i  »  ainsi  que  nous  l'avons  précé- 
demment constaté.  Il  y  a  donc  complète  concordance  entre 
toutes  ces  choses;  elles  se  contrôlent  les  unes  par  les  autres, 
et  il  en  résulte  un  ensemble  de  vues  dont  la  rationnalité  se 
trouve  établie  dans  tous  ses  détails. 


IX. 

A  ces  premières  considérations,  qui  s'appliquent  directe- 
ment aux  arcs  eux-mêmes,  ajoutons-en  d'autres  qui  auront 
pour  objet  de  fixer  le  sens  qu'on  doit  attribuer  aux  lignes  tri- 
gonomélriques  de  ces  arcs  considérés  dans  l'ensemble  des 
situations  qu'ils  peuvent  occuper,  et  appelons  l'attention  du 
lecteur  sur  la  nécessité  qu'il  y  a  de  bien  distinguer  ce  qui 
concerne  les  longueurs  de  ces  lignes  de  ce  qui  concerne  leurs 
directions.  On  verra  que  c'est  à  la  confusion  qui  règne  à  cet 
égard  dans  la  science  qu'on  doit  attribuer  les  méprises  consi- 
gnées en  grand  nombre  dans  les  ouvrages  les  plus  estimés. 

Si  l'on  convenait  que  les  symboles  qui  servent  à  représen- 
ter les  sinus  et  cosinus  des  arcs  doivent  s'appliquer  à  la  fois 
à  la  longueur  et  à  la  direction  de  ces  lignes  irigonométriques, 
l'expression  de  la  direction  qui  correspond  à  un  angle  a  de- 
vrait s'écrire 

cosa  -t-  sina, 

celle  relative  à  l'angle  —a  s'écrirait 

cos  (—a)  -f-  sinf — a), 

celle  enfin  qui  est  déterminée  par  l'angle  ay— i  aurait  pour 
représentant 

cos(av — i)  -+-  sin(aV-— i). 
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Mais,  sous  l'empire  de  celte  convention,  on  n'aurait  évidem- 
ment aucun  moyen  de  distinguer  le  cas  où  l'on  voudrait  s'oc- 
cuper de  la  longueur  seule  de  ces  lignes  de  celui  où  il  serait 
nécessaire  d'avoir  simultanément  égard  et  à  leur  longueur  et 
à  leur  direction. 

On  voit  donc  que,  pour  éviter  toute  confusion,  il  convient  à 
tous  égards  de  n'attribuer  aux  symboles  des  sinus  et  des  co- 
sinus d'autre  fonction  que  celle  de  représenter  en  toute  cir- 
constance et  exclusivement  les  longueurs  de  ces  lignes,  sauf, 
pour  se  rendre  compte  des  directions,  à  déterminer  par  des 
recherches  préalables  et  spéciales  quels  peuvent  être,  en  Al- 
gèbre, les  signes  d'opérations  représentatifs  de  ce  second  élé- 
ment, dans  les  circonstances  diverses  où  les  arcs  peuvent  se 
trouver. 

C'est  ce  que  nous  avons  fait  lorsqu'il  s'est  agi  des  directions 
dans  le  plan.  Nous  avons  alors  prouvé  d'abord  que  les  cosinus 
ont  toujours  pour  signes  directifs  db  i,  ensuite  que  les  signes 

direclifs  des  sinus  sont  ±:  y^—  i ,  et  nous  avons  reconnu  d'après 
cela  que  l'expression  dzcosazty/ — i  sina  est  susceptible  de 
représenter  la  généralité  des  directions  dans  le  plan. 

Cette  expression,  dans  laquelle  sina  et  cosa  doivent  tou- 
jours être  considérés  comme  représentant  les  longueurs  effec- 
tives du  sinus  et  du  cosinus,  se  distingue  ainsi  nettement,  par 
l'intervention  de  ^—i ,  de  celle  cosa  -+-  sina  dans  laquelle  les 
longueurs  sont  seules  mises  en  jeu,  de  sorte  que  toute  con- 
fusion devient  impossible;  puis,  pour  compléter  dans  chaque 
cas  la  détermination  spéciale  des  éléments  directifs,  il  n'y 
aura  plus  qu'à  faire  un  choix  convenable  des  signes  4-  et  — 
accolés  à  chaque  terme,  choix  qui  dépendra  du  rang  occupé 
par  le  cadran  de  la  circonférence  dans  lequel  l'extrémité  de 
l'arc  se  trouvera  située.  

Si  maintenant  il  s'agit  de  l'arc  a  y/  —  '  situé  dans  la  circonfé- 
rence tracée  sur  le  plan  de  xz,  la  formule  générale,  mais  con- 
ventionnelle, des  directions 

cos  {(x\J—i)  -h  sin(av/— i) 

ne  pourra  sortir  du  domaine  de  la  convention  et  entrer  dans 
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celui  des  supputations  et  des  mesures  algébriques,  qu'à  la  con- 
dition de  savoir  préalablement  quelles  peuvent  être  les  direc- 
tions des  sinus  et  cosinus  du  nouvel  arc  qu'on  considère. 

Or,  en  se  conformant  aux  définitions  générales  de  ces  lignes, 
et  à  la  manière  dont  on  peut  les  obtenir  géométriquement 

pour  l'arc  perpendiculaire  a  y  —  i,  on  reconnaît,  d'une  part, 
que  le  cosinus  sera  toujours  sur  la  ligne  de  base,  et  que,  tant 
en  longueur  qu'en  direction,  il  sera  exactement  le  même  que 
celui  des  arcs  -ha  et  — a,  supposés  tracés  sur  la  circonfé- 
rence de  base  ;  d'autre  part,  qu'il  en  sera  aussi  de  même  pour 
la  longueur  du  sinus,  mais 'que,  quant  à  la  direction,  elle  dif- 
fère essentiellement  de  celles  ±\J—i  appartenant  aux  arcs 
±a.  Il  résulte  des  recherches  ci-dessus  exposées  qu'elle  doit 

I •^ 

être  représentée  par  ±^— i  .  suivant  que  1  arc  s'élève  au- 
dessus  du  plan  de  base  ou  qu'il  est  situé  au-dessous.  Dès  lors, 
continuant  de  n'attribuer  aux  symboles  des  cosinus  et  des 
sinus  que  la  fonction  de  représenter  la  longueur  de  ces  lignes, 
nous  pourrons  dire  que  les  directions  correspondant  aux 
arcs  perpendiculaires  au  plan  de  base  ont  pour  expression 
algébrique 


./-. 


rîzcosainy  —  i       sma, 

forme  complètement  distincte  des  précédentes,  avec  laquelle 
toute  confusion  est  rendue  impossible  et  qu'un  choix  conve- 
nable des  signes  -f-  et  —  spécialisera  pour  chacune  des  posi- 
tions que  l'extrémité  de  l'arc  a\J — i  pourra  occuper  sur  sa 
circonférence,  soit  au-dessus,  soit  au-dessous  du  plan  de  base. 
Ces  premières  constatations  ainsi  établies,  entrons  plus 
avant  dans  le  détail  des  faits  qui  en  sont  les  conséquences 
nécessaires. 

X. 

Les  lois  de  la  Géométrie  nous  enseignent  que,  si  l'on  ne 
sort  pas  d'un  même  plan,  le  cosinus  ne  change  ni  de  direction 
ni  de  longueur  lorsque  d'un  arc  positif  on  passe  au  même 
arc   négatif,  que  par  conséquent,   lorsqu'on  fait   usage  de 
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celle  sorie  de  fonciion,  il  esi  nécessaire  d'admellre  l'égalité 
cosa  =  cos( — oc).  Or  les  mêmes  lois  nous  apprennent  qu'il 
en  esl  encore  ainsi  pour  les  arcs  perpendiculaires  aux  pre- 
miers. Nous  sommes  donc  conlraini  d'ajouter  un  troisième 
terme  à  l'égalité  précédente  et  d'écrire  qu'on  a 

COSa=:i  COs(—  a)  =  COS  (dt  a  y/— I  )  ; 

de  sorte  qu'il  faudra  ou  renoncer  à  introduire  en  Algèbre  le 
calcul  des  fonctions  Irigonomélriques,  ou  se  soumettre  à  la 
condition  de  considérer  comme  égales  à  tous  les  points  de 
vue,  tant  pour  le  continu  que  pouf  le  directif,  les  expressions 

COs(±a),     cos(±  a\/—i). 

Agir  autrement  ce  serait  contrevenir  aux  lois  géométriques 
que  ces  symboles  représentent. 
En  ce  qui  concerne  le  sinus,  l'égalité  analogue 

sin  (±  a  )  =  sin  (  =b  ocsf—i) 

existera  pareillement,  mais  pour  les  grandeurs  seulement  de 
ces  lignes  qui,  pour  ces  divers  arcs,  sont  toutes  les  mêmes. 
Quant  aux  directions,  elles  sont  au  contraire  toutes  diffé- 
rentes ;  nous  venons  de  voir,  en  effet,  qu'elles  prennent  les 
valeurs  ±  \/~i  pour  les  deux  arcs  situés  dans  le  plan  de  base 

ei  ±  y/ — [       pour  les  deux  arcs  perpendiculaires  à  ce  plan. 

On  peut  même  donner  une  plus  grande  extension  à  cet 
ordre  de  faits,  ainsi  que  nous  allons  l'expliquer. 

Si  l'on  considère  toujours  la  sphère  qui  a  son  centre  à  l'ori- 
gine et  que  nous  supposons  avoir  l'unité  pour  rayon,  la  ren- 
contre de  l'axe  des  x  avec  celte  sphère  esl  le  point  de  départ 
des  arcs  zh  a,  ±  a  \/ —  i  dont  nous  nous  sommes  occupé  jus- 
qu'ici ;  mais  il  est  évident  qu'il  y  a  une  infinité  d'autres  arcs, 
issus  du  même  point  de  départ,  situés  sur  la  même  sphère  et 
égaux,  quant  à  leurs  longueurs,  à  l'arc  primitif  a.  L'ensemble 
de  ces  arcs  forme  une  calotte  sphérique  autour  de  l'axe  des  x 
qui  en  est  le  pivot  central,  et  leur  extrémité  esl  située,  comme 
on  sait,  sur  un  même  plan  formant  la  base  de  la  calotte.  Dans 
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le cas  actuel,  ce  plan  perpendiculaire  au  plan  de  base  passe 
par  la  corde  qui  joint  l'exlrémilé  de  a.  avec  celle  de  —a, 
corde  qui  est  à  son  tour  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

Or  il  résulte  de  ces  dispositions  et  des  lois  géométriques 
qui  les  concernent  que,  si  l'on  prend  à  volonté  l'un  quel- 
conque des  arcs  a  qui  sont  les  éléments  de  la  calotte  en  ques- 
tion, et  si  l'on  considère  son  plan  qui  passe  nécessairement 
par  l'axe  des  x,  on  constatera  que,  dans  ce  plan,  le  cosinus 
ainsi  choisi  s'obtiendra  en  projetant  l'extrémité  de  l'arc  sur 
l'axe  des  x,  et  de  là  il  suit  que  ce  cosinus,  tant  en  longueur 
qu'en  direction,  sera  encore  le  même  que  celui  de  zha  et  de 
riz  «y  —  I.  Voilà  donc  une  infinité  d'autres  arcs,  d'égale  lon- 
gueur à  la  vérité,  mais  distincts  sur  la  sphère,  par  des  situa- 
lions  très-différentes,  qui  ont  tous  pour  leurs  cosinus  même 
grandeur  et  même  direction. 

Quant  au  sinus,  il  est  représenté  par  la  droite  qui  projette 
sur  l'axe  des  x  l'extrémité  de  l'arc  choisi  ;  d'où  l'on  conclura 
que  sa  longueur  sera  constamment  la  même  et  égale  à  celle 
de  ±a  et  de  dbay' — i;  mais  sa  direction  variera  incessam- 
ment suivant  la  position  de  l'arc,  et  nous  nous  expliquerons 
sur  sa  représentation  algébrique  lorsque  nous  traiterons  le 
problème  général  des  directions  dans  l'espace. 

Ce  ne  sont  donc  pas  seulement  les  quatre  arcs  ih  a,  dray/— i 
qui  ont  en  particulier  même  cosinus  tant  en  grandeur  qu'en 
direction,  ce  sont  en  outre  tous  ceux  qui,  partant  de  la  même 
origine  que  ceux-ci,  sont  les  éléments  géométriques  de  la 
calotte  sphérique  ci-dessus  définie.  On  peut  prévoir  d'après 
cela  que  c'est  à  d'autres  formes  encore  que  celles  ±a,  dza  y -^ 
que  doit  s'appliquer  l'égalité  ci-dessus  constatée 

cos  {■±L  a.  )  =  cos  {in  oc  y  —  i). 

Il  serait  prématuré  en  ce  moment  de  se  prononcer  sur  ces 
formes,  et  par  suite  sur  la  représentation  algébrique  qu'il 
convient  d'attribuer  à  ces  arcs,  suivant  les  diverses  positions 
qu'ils  occupent  sur  leur  calotte.  Nous  avons  besoin  pour  cela 
de  donner  à  nos  recherches  un  plus  grand  développement  et 
d'entrer  plus  profondément  que  nous  n'avons  pu  le  faire  jus- 
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qu'ici  dans  l'étude  des  faits  géométriques  comparés  avec  ceux 
de  l'Algèbre;  nous  serons  alors  en  mesure  de  nous  prononcer 
catégoriquement  sur  ce  point. 

Quanta  présent,  bornons-nous  à  l'examen  des  égalités 


COS  =!=  a    =  COS' 


■). 


qui  portent  sur  des  arcs  aussi  bien  définis  au  point  de  vue  de 
la  Géométrie  qu'à  celui  de  l'Algèbre,  et  expliquons-nous  sur 
ce  qu'elles  paraissent  offrir  d'étrange  au  premier  abord. 

Nous  ne  cacherons  pas  que  la  première  impression  qu'ont 
éprouvée  pres(iue  tous  ceux  auxquels  nous  avons  eu  occasion 
de  faire  connaître  la  propriété  que  possède  cosay/— i  d'être 
exactement  égal  à  cosa  a  été  celle  de  l'incrédulité.  Cependant, 
lorsque  je  faisais  remarquer  qu'on  n'était  pas  surpris  que  le 
cosinus  restât  le  même  alors  que  l'arc  changeait  de  signe, 
lorsque  j'ajoutais  qu'attribuer  à  l'arc  le  facteur  sf—î  ce  n'était 
pas  en  changer  la  longueur,  mais  le  placer  dans  une  autre  di- 
rection pour  laquelle  la  même  invariabilité  pouvait  fort  bien 
exister,  je  ne  tardais  pas  à  constater  que,  sous  l'influence  de 
ces  premières  observations,  le  doute  devenait  moins  persistant 
et  l'incrédulité  moins  confiante.  Il  restait  cependant  un  scru- 
pule. Gomment  admettre,  m'a-t-on  dit  souvent,  que  le  réel 
puisse  être  égal  à  l'imaginaire?  A  cela,  je  faisais  remarquer 
qu'au  point  de  ,vue  de  la  forme  c'est  là  chose  courante  parmi 
les  géomètres;  que,  par  exemple,  ceux  qui,  ainsi  que  nous  l'ex- 
pliquerons tout  à  l'heure,  pensent  et  écrivent  que  cosay/— i 

est  égal  a  iH — î"*"7i"^^"^---()  "^^  agissent  pas  autre- 
ment, et  qu'à  tout  prendre,  mieux  vaut  encore,  réel  pour  réel, 
accepter  celui  qui  donne,  pour  va'eur  d'un  cosinus,  un  véri- 
table cosinus  que  celui  qui  conduit  à  une  expression  qui  n'en 
saurait  être  un.  J'ajoutais  qu'au  point  de  vue  de  la  forme  en- 


(')  Ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  nos  précédentes  publications,  nous  con- 
tinuons de  représenter  par  la  notation  n  !  le  produit  des  nombres  de  la  suite 
naturelle  depuis  i  jusqu'à  n. 
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core  ceux  qui  prétendent  que  y  — »       est  réel  el  égala  e    » 
vont  bien  plus  loin, puisqu'ils  ne  font  aucune  difficulté  de  con- 
sidérer comme  très-réelle  une  expression  dans  laquelle  tout 
est  à  coup  sûr  et  très-explicitement  imaginaire. 

Or  pourquoi,  je  le  demande,  ce  qui  est  permis  à  tous,  et 
sans  qu'ils  aient  pris  la  peine  de  s'en  rendre  compte  par  le 
raisonnement,  nous  serait-il  interdit  à  nous,  qui  appuyons 
notre  manière  de  voir  sur  des  justifications? 

Mais,  au  fond,  ce  qu'il  faut  remarquer  dans  ceci,  c'est  que.  Si 
l'imaginaire  se  montre  dans  cosay/— i ,  on  irait  beaucoup  trop 
vite  et  trop  loin  en  concluant  que,  par  cela  même,  cosa\/— i 
doit  être  nécessairement  imaginaire  ;  cette  expression,  en  effet, 
n'est  autre  chose  qu'une  fonction  d'imaginaire  ;  or  rien  ne 
s'oppose  à  ce  qu'une  pareille  fonction  soit  réelle.  N'en  est-il  pas 
ainsi  du  produit  de  cosa  -h  \/ — i  sina  par  cosa  —  V  —  i  sina 
et  de  la  somme  de  ces  deux  quantités?  N'en  est-il  pas  encore 
de  même  des  puissances  paires  de  ^ — i  et  de  beaucoup  d'autres 
fonctions  ? 

Concluons  donc  que  l'équivalence  de  cosa  y/— i  à  cosa, 
Justifiée  par  les  considérations  de  la  Géométrie,  desquelles 
dépendent  ces  fonctions,  n'a  rien  de  contraire  à  ce  que  les 
principes  de  l'Algèbre  permettent  de  formuler. 

Ces  préliminaires  posés,  procédons  à  l'examen  des  concep- 
tions que  les  géomètres  se  sont  faites  sur  toutes  ces  choses  et 
signalons  leurs  erreurs. 


XI. 


On  sait  qu'il  existe  une  formule  au  moyen  de  laquelle  on 
détermine  la  valeur  du  cosinus  en  fonction  de  l'arc  ;  celle  for- 
mule est  ainsi  conçue  : 

X-  X*  X* 

COSX  =1 i+T-;  —  ^rr-t-..-. 

21  4-  "' 

Or  il  est  admis,  sinon  en  venu  des  théories  de  l'Algèbre, 
du  moins  d'après  les  habitudes  ou,  si  l'on  veut,  d'après  les 

3 


¥ 
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conventions  des  géomètres,  que  cette  formule  doit  s'appli- 
quer non-seulement  à  la  grandeur  du  cosinus,  mais  encore 
au  signe  de  l'arc  qui  le  détermine  ;  ce  qui  est  vrai,  en  fait, 
lorsque  ce  signe  n'est  autre  chose  que  -f-  ou  — .  Mais,  bien 
que  rien  de  ce  qui  concerne  les  signes  ne  soit  mis  en  jeu 
dans  la  démonstration  de  cette  formule,  parce  que,  dans  cette 
circonstance,  il  résulte  d'une  vérification  faite  après  coup 
qu'elle  n'est  pas  moins  vraie  lorsque  x  est  négatif  que  quand 
il  est  positif,  on  s'est  laissé  aller  à  penser  qu'elle  devait  éga- 
lement l'être  pour  toutes  les  autres  circonstances  dans  les- 
quelles X  peut  se  trouver,  et  qu'en  particulier  elle  devait 
continuer  d'exprimer  une  vérité  dans  le  cas  où  l'on  suppose- 
rait que  X  devient  égal  à  x  \/'-  i . 

Toutefois  si,  dans  la  pratique  de  l'Algèbre,  les  géomètres 
ont  agi  comme  si  cette  universalité  d'application  avait  pour 
elle  un  cachet  d'infaillibilité  incontestable,  nous  devons  re- 
connaître qu'ils  ne  sont  pas  à  beaucoup  près  aussi  explicites 
lorsque,  dans  les  ouvrages  d'enseignement,  réfléchissant  de 
plus  près  sur  les  principes  et  sur  la  constitution  théorique 
des  formules,  ils  sont  obligés  de  pénétrer  plus  profondément 
dans  la  raison  des  choses. 

Par  exemple,  au  sujet  de  la  formule  qui  nous  occupe  en  ce 
moment,  Navier,  dans  son  ouvrage  intitulé:  Résumé  des  leçons 
d'Analyse  données  à  l'École  Polytechnique  (t.  I,  p.  i  lo),  fait 
avec  beaucoup  de  raison  l'observation  suivante  :  «  On  ne  doit 
point  perdre  de  vue  d'ailleurs,  soit  en  faisant  usage  de  ces 
formules  (celles  du  cosinus  et  du  sinus),  soit  en  toute  autre 
occasion,  que  la  lettre  x,  désignant  un  arc,  est  toujours  le 
nombre  abstrait  qui  exprime  la  longueur  de  cet  arc  dans  la 
circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité.  Tant  que  la  quantité  x 
est  sous  les  signes  sinus,  cosinus,  tangente,  etc.,  on  peut 
concevoir  cette  quantité  exprimée  en  degrés  ;  mais  on  doit, 
quand  elle  est  en  dehors  de  ces  signes,  lui  donner  sa  véri- 
table expression.  » 

Or  cette  expression  quelle  est-elle?  L'auteur  vient  de  nous 
le  dire  :  et  Le  nombre  abstrait  qui  exprime  la  longueur  de  cet 
are  dans  la  circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité  ».  D'après 
cela,  est-il  possible  d'admettre  que,  transporté  hors  des  sym- 
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boles  trigonométriques,  x  puisse  être  autre  chose  qu'une 
grandeur  ou  un  rapport  de  grandeurs  arithmétiques,  et  ne  |tj 
sommes-nous  pas  en  droit  de  demander  en  quoi  et  comment 
l'introduction  du  signe  à  côté  de  cette  grandeur  pourrait  être 
théoriquement  justifiée  ? 

Il  faut  donc  reconnaître  que  cette  assertion,  qui  dit  que  la 
formule  du  cosinus  est  également  applicable  aux  arcs  positifs 
et  aux  arcs  négatifs,  n'est  nullement  une  conséquence  des  dé- 
ductions théoriques  et  qu'elle  n'a  d'autre  base  certaine  qu'une 
vérification  de  calcul  faite  apo*/mor/.  Cela  résulte  uniquement 
d'une  coïncidence  fortuite  entre  les  deux  faits  algébriques  sui- 
vants, savoir  qu'en  vertu  de  l'un  x  n'entre  dans  la  valeur  du 
cosinus  que  par  ses  puissances  paires,  qu'en  vertu  de  l'autre  il 
est  de  principe  algébrique  que  les  puissances  paires  ne  chan- 
gent pas  de  valeur,  quel  que  soit  le  signe  de  la  racine.  Telle 
est  l'unique  raison  pour  laquelle  l'assertion  des  géomètres  se 
trouve  justifiée,  et  ce  n'est  pas  dans  les  principes  sur  lesquels 
on  s'appuie  pour  démontrer  la  formule  qu'il  sera  possible  de 
trouver  des  justifications  ;  car  ces  principes,  en  ce  qui  con- 
cerne X,  sont  exclusifs  de  toute  autre  idée  que  celle  de  la  lon- 
gueur de  l'arc  dans  une  circonférence  qui  a  l'unité  pour  rayon. 
Or,  s'il  en  est  ainsi,  que  faut-il  penser  d'une  manière  de 
procéder  dans  laquelle  on  voudrait  à  la  fois  faire  intervenir 
dans  la  valeur  de  x  le  facteur  ^'—  i  et  sous  le  symbole  trigo- 
nométrique  et  en  dehors  de  ce  symbole,  et  s'écarter  ainsi  de 
l'observation  de  principe  si  judicieuse  rappelée  ci-dessus  ? 

Et  cependant,  tant  il  y  a  de  puissance  dans  les  entraîne- 
ments de  l'analogie,  Navier  lui-même,  perdant  de  vue  ses 
recommandations  théoriques,  se  laisse  aller  dans  la  pratique 
à  attribuer  à  x,  en  dehors  du  symbole  trigonométrique, 
d'autres  fonctions  que  celles  qu'il  a  définies  et  à  admettre 
que  la  formule  du  cosinus  doit  continuer  à  s'appliquer  au  cas 
où  X  devient  x^—\  :  en  conséquence,  il  écrit  (t.  T,  p.  ii6) 

, X^         X*         X* 

COSX^— I  =\-r-—  +—  -^—  -{ , 

'  21  4'         ^' 

formule  inacceptable  à  tous  égards;  car,  ou  bien  xsf^i  est 

3. 
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un  arc,  el  alors  le  second  membre,  toujours  plus  grand  que 
l'unité,  ne  saurait  être  un  cosinus,  ou  bien  xsJ—\  n'est  pas 
un  arc,  el  alors  le  premier  membre  restera  incompréhensible 
tant  qu'on  n'aura  pas  défini  ce  qu'est  le  cosinus  d'une  chose 
qui  non-seulement  n'est  pas  un  arc,  mais  de  laquelle  on  ne 
sait  pas  ce  qu'elle  peut  être. 

Quant  à  nous,  édifié  par  les  recherches  précédentes  et  par 
les  résultats  auxquels  elles  nous  ont  conduit,  nous  pouvons 
dire  qu'une  telle  expression  algébrique  est  tout  à  fait  con- 
traire aux  lois  les  plus  simples  qui  régissent  les  directions  en 
Géométrie  et  qu'elle  établirait  un  inconciliable  désaccord 
entre  les  deux  sciences.  Heureusement  ce  désaccord  n'est 
qu'apparent,  puisque  la  formule  qui  en  donne  l'idée,  consé- 
quence gratuite  de  trompeuses  analogies,  ne  saurait  être  une 
vérité. 

Si  du  cosinus  nous  passons  au  sinus,  nous  aurons,  et  avec 
plus  de  raison  encore,  des  redressements  analogues  à  signa- 
ler. On  sait  que  la  valeur  du  sinus  en  fonction  de  l'arc  est 
donnée  par  la  formule 

.y3  '7^'  "T**^ 

3!       51       71 

Or,  dans  cette  circonstance  comme  dans  la  précédente,  les 
mêmes  restrictions  doivent  être  faites  sur  la  signification  de  x. 
En  dehors  des  symboles  trigonométriques,  x  n'est  pas  autre 
chose  qu'une  grandeur,  et  aucune  considération  relative  aux 
directions  n'intervient  dans  la  démonstration  de  la  formule. 

Il  est  vrai  qu'en  fait  cette  formule  est  applicable  au  cas  où 
l'arc  est  négatif;  mais  à  quoi  cela  tient-il  ?  Uniquement  à  ce 
que,  dans  la  valeur  du  sinus,  x  n'entre  que  par  ses  puissances 
impaires  et  que  d'ailleurs  le  sinus  change  de  signe  avec  l'arc. 
De  cette  coïncidence  résulte  la  conséquence  que  la  formule 
s'applique  également  soit  à  sin^,  soit  à  sin  —  x.  Voilà  ce 
qu'on  peut  remarquer  après  coup  pour  ce  qui  concerne  le 
passage  du  positif  au  négatif;  mais,  nous  le  répétons,  il  ne 
faut  voir  ici  que  le  résultat  d'une  simple  vérification  de  cal- 
cul, faite  a  posteriori,  el  non  celui  d'une  question  de  principe. 

D'ailleurs,  voudrait-on  admettre  qu'il  en  est  autrement,  il 
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faudrait  tout  au  moins  reconnaître  que  la  formule  ne  s'appli- 
quera au  positif  et  au  négatif  que  tout  autant  qu'on  se  con- 
formera aux  idées  purement  conventionnelles  admises  pour 
représenter  la  direction  du  sinus.  Je  m'explique  à  ce  sujet. 

Pour  nous,  les  deux  directions  directe  et  inverse  du  cosinus 
étant  algébriquement  représentées  par  -f- 1  et  —  i,  celles  du 
sinus,  par  rapport  au  cosinus,  le  seront  par  -+■  y/ —  i  et  —  y/ —  i , 
et  il  n'est  pas  possible  qu'elles  le  soient  par  autre  chose.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  c'est  une  conséquence  nécessaire  dés 
lois  naturelles  qui  régissent  en  Géométrie  les  directions,  que, 
les  premières  ayant  pour  équivalent  analytique  d~i,  l'équiva- 
lent analogue  des  secondes  doit  être  dz  y/— i .  Voudrait-on  les 
exprimer  autrement  qu'on  ne  le  pourrait  pas  sans  contrevenir 
aux  conditions  mêmes  de  l'énoncé,  de  même  qu'on  ne  pour- 
rait pas,  une  première  direction  étant  donnée,  en  tracer  une 
seconde  qui  lui  fût  perpendiculaire,  sans  exécuter  la  construc- 
tion géométjrique  d'un  angle  droit  soit  au-dessus,  soit  au-des- 
sous d'elle. 

Or  qu'a-t-on  fait  jusqu'à  présent?  Après  avoir  caractérisé  les 
deux  directions  opposées  du  cosinus  par  +1  et  — i,  on  n'a 
pas  pris  pour  caractériser  celles  du  sinus  les  facteurs  H- y  — » 
et  —  \/— I,  ce  qui  les  rattachait  par  le  calcul  les  unes  aux 
autres,  ainsi  qu'elles  le  sont  par  la  Géométrie  ;  mais,  considé- 
rant les  sinus  isolément  et  indépendamment  des  cosinus, 
comme  s'il  n'existait  aucune  relation  obligée  entre  leurs  di- 
rections respectives,  on  a  de  nouveau  appliqué  les  facteurs 
-i-i  et  —  I  aux  sinus,  agissant  exactement  pour  ceux-ci  comme 
on  l'avait  d'abord  fait  pour  les  cosinus. 

Ce  ne  serait  donc  qu'à  la  condition  que  les  directions  des 
cosinus  et  des  sinus  ne  seraient  pas  géométriquement  liées 
entre  elles,  et  que  chacune  de  ces  lignes  aurait  également 
-f-  I  et  —  I  pour  représentation  algébrique  des  deux  sens 
suivant  lesquels  on  peut  les  compter,  que  les  formules  de  la 
Trigonométrie  seraient  générales  et  s'appliqueraient  aussi 
bien  aux  grandeurs  des  lignes  qui  y  figurent  qu'à  leurs  direc- 
tions ;  mais,  avec  une  telle  restriction,  on  comprend  sans 
peine  que  c'est  une  généralité  à  peu  près  illusoire  que  celle 
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qu'on  a  proclamée  jusqu'à  ce  jour,  car  celle  prétendue  gé- 
néralilé  n'existe  que  pour  des  signes  conveniionnellemenl 
adoptés  pour  exprimer  la  direction  des  sinus  ;  elle  ne  s'ap- 
plique pas  à  ceux  qui  représentent  véritablement  ces  direc- 
tions, à  ceux  dont  la  constitution  analytique  est  la  consé- 
quence naturelle  et  forcée  des  lois  géométriques  qui  régissent 
la  matière. 

Si  donc  les  formules  trigonomélriques  ne  sont  à  la  fois  ap- 
plicables au  positif  et  au  négatif  qu'à  la  condition  qu'il  inter- 
viendra sur  l'usage  de  ce  positif  et  de  ce  négatif  des  règles  de 
convention  et  non  de  principe,  comment  pourrait-on  admettre 
que  l'application  de  ces  mêmes  formules,  déjà  restreinte  par 
ces  conventions,  sera  apte  à  satisfaire  à  cette  immensité  de 
cas  qu'embrasse  la  forme  imaginaire  ? 

Cependant,  à  cet  égard,  les  géomètres  n'ont  pas  moins  erré 
pour  le  sinus  que  pour  le  cosinus  ;  admettant  sans  hésitation 
que  la  formule  qui  le  concerne  est  susceptible  d'une  applica- 
tion générale,  ils  ont  enseigné  que,  lorsque  x  devient  a;  V  — »> 
on  doit  avoir 


/  ^3  ^ 


X' 
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(t;otrNavierdans  l'ouvrage  cité),  résultat  non  moins  abondant 
en  contradictions  que  le  précédent  et  qui  exigerait  à  coup 
sûr  de  nouvelles  définitions  du  sinus,  pour  que,  en  présence 
des  propriétés  qu'elle  possède  déjà,  une  fonction  ainsi  dé- 
nommée pût  avoir  pour  valeur  le  développement  du  second 
membre. 

Quant  à  nous,  mettant  à  profit  les  faits  précédemment  éta- 
blis, nous  dirons  que,  si,  dans  l'expression  sin(xv  — ')»  on 
ne  veut  voir  que  ce  qui  concerne  la  grandeur  du  sinus  de 
l'arc  xs/^,  il  faudra  reconnaître  qu'il  y  a  complète  égalité 
entre  sin  {x  /— 1)  et  sin^.  Si,  dans  cette  même  expression,  on 
entend  tenir  compte  de  ce  qui  concerne  à  la  fois  la  grandeur 
et  la  direction,  iî  faudra  écrire  que  sin{x\l—i)  est  égal  à 
^—i'  sin  a?;  et,  en  opérant  ainsi,  nous  mettrons  les  repré- 
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sentations  algébriques  en  complet  accord  avec  les  lois  de  la 
Géométrie. 

Nous  aurons  bientôt  occasion  de  signaler  d'autres  redresse- 
ments; car,  en  cette  matière,  les  erreurs,  d'ailleurs  involon- 
taires des  géomètres,  ont  été  fort  nombreuses. 


XII. 


Voyons  maintenant  ce  qu'il  faut  penser  de  celte  étrange  as- 

v^  ,  ,         ,    _i, 

sertion  que  l'expression  \/—i       est  réelle  et  égale  a  e   ^  . 

Pour  nous  bien  renseigner  sur  ce  point,  il  est  nécessaire  de 
remonter  à  la  source  des  raisonnements  desquels  cette  égalité 
a  été  déduite.  Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  nous  occuper 
de  ce  sujet,  dans  notre  publication  de  1869,  sur  l'interpréta- 
tion des  formes  imaginaires  en  abstrait  et  en  concret,  et  nous 
aurons  naturellement  à  revenir  sur  ce  que  nous  avons  dit  à 
cet  égard  ;  mais,  en  cette  matière  où  la  résistance  des  esprits 
est  très-prononcée,  où  les  tendances  à  l'abstention,  à  l'incré- 
dulité sont  très-multipliées,  l'insistance  est  une  nécessité,  je 
dirai  presque  un  devoir  :  elle  seule  peut  avoir  raison  de  l'iner- 
tie routinière,  ce  redoutable  et  funeste  antagoniste  du  pro- 
grès. 

Nous  avons  dû  d'ailleurs,  dans  cette  publication,  envisager 
la  question  à  un  point  de  vue  assez  général  et  qui  ne  compor- 
tait pas  une  application  immédiate  de  nos  observations  à  ce 

r— n/-" 

qui  concerne  plus  spécialement  l'expression  \/—i  ;  mais, 
maintenant  que  nous  sommes  conduit  à  accorder  à  cette  ex- 
pression la  remarquable  propriété  d'être  le  représentant  algé- 
brique de  la  double  perpendicularité  de  l'axe  des  z  sur  ceux 
des  X  et  des  j,  l'examen  de  ce  qui  s'y  rapporte  devient  un 
point  très-essentiel  du  débat.  Il  est  évident,  en  effet,  que,  si 
le  résultat  de  cet  examen  confirmait  les  assertions  des  géo- 

mètres  sur  la  réalité  de  y^— i  ,  notre  travail  tout  entier  dis- 
paraîtrait avec  la  base  sur  laquelle  nous  avons  cru  pouvoir 
l'édifier. 
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Entrons  maintenant  dans  la  discussion  et  montrons  d'a- 
bord comment  les  géomètres  croient  avoir  établi  la  réalité 

dev/— ' 
On  a  en  effet,  disent-ils,  d'après  la  formule  d'Euler, 

e'v/-'  =  cos^  H-  \/—  I  sin .'_-. 

Si  l'on  élève  les  deux  membres  à  la  puissance  v^— i,  il 
viendra 

e-'^  =  {cosx -h  \J—i  sinx)^-', 

,  I  _±-        / — v'— ' 

égalité  qui,  en  faisant  a:  =r-7r,  se  réduit  a  e   ^    —  ^_, 

On  ne  peut  pas  reprocher  à  ce  raisonnement  d'être  com- 
pliqué, il  marche  droit  au  but,  et,  si  les  moyens  qu'il  emploie 
étaient  acceptables,  il  n'y  aurait  qu'à  s'incliner.  Examinons 
donc  si  les  propositions  sur  lesquelles  il  s'appuie  sont  vérita- 
blement autorisées. 

Et  d'abord,  au  point  de  vue  de  la  forme,  admettant  avec  nos 
antagonistes  l'exactitude  de  la  formule  d'Euler,  appliquons  à 
cette  formule  un  procédé  tout  à  fait  semblable  à  celui  qu'ils 
emploient  eux-mêmes,  et  élevons  ses  deux  termes  à  la  puis- 
sance —  s/—^  ;  il  viendra 

e'=  (cosa;  +  \/—i  sina:)-^/-'  -z  (cosa;  —  s/—i  sin^)v'-"', 
égalité  qui,  si  l'on  suppose  que  x  devient  ->  donne 

e^=  —  i/— I 


Or  cette  valeur  de  —  y  —  i       ajoutée  avec  celle  de  -+■  \/—  i 

donne  e^'^~  -h  e~'''''  =  o  ou  e^=  —  i,  ce  qu'aucun  géomètre 
à  coup  sûr  ne  sera  disposé  à  admettre. 

En  présence  de  ces  valeurs  de  +  v  — '  ^t  de  —  \/  —  i  , 
puisées  à  la  même  source,  obtenues  l'une  et  l'autre  par  des 
moyens  tout  à  fait  identiques,  et  qui  conduisent  à  une  évi- 
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dénie  impossibilité,  que  penser  de  semblables  démonstra- 
tions? Ne  faut-il  pas  nécessairement  admettre  que  l'une  des 
deux  tout  au  moins  est  inexacte?  Et,  si  l'on  demande  laquelle 
doit  être  frappée  de  condamnation,  que  pourra-t-on  répondre? 

Quant  à  nous,  nous  n'hésiterons  pas  à  dire  que  c'est  à  l'une 
et  à  l'autre  que  cette  condamnation  doit  être  appliquée,  et 
nous  aurons  certainement  établi  la  légitimité  de  notre  verdict 
lorsque  nous  aurons  constaté  que  le  point  de  départ  duquel 
on  les  fait  dériver,  que  la  formule  d'Euler  ne  saurait  être  con- 
sidérée comme  exacte. 

C'est  ce  que  nous  avons  déjà  établi  dans  la  publication  de 
1869,  ^^  nous  allons  reprendre  ce  sujet  plus  en  détail  ;  mais 
auparavant  il  n'est  pas  inutile  de  présenter  une  observation 
subsidiaire. 

Après  avoir  montré,  dans  l'ouvrage  cité,  que  la  formule 
d'Euler  n'est  pas  admissible  et  qu'il  faut  cependant  que  l'ex- 
pression d'une  direction  cosa:-h  ^ — i  sina:  puisse  être  égalée 
à  une  exponentielle  de  l'angle,  nous  avons  été  conduit  à  sub- 
stituer à  la  formule  d'Euler  la  suivante  : 

-X  

V — I     =  cosar -1- y' — 1  sinx. 

Or  il  est  intéressant  de  faire  voir  qu'en  faisant  usage  de 
celle-ci  les  contradictions  ci-dessus  constatées  disparaissent. 

Si,  en  efifet,  on  élève  les  deux  termes  à  la  puissance  y  — 1> 
il  viendra 

-JTy/— 1  

,v'— ï'        =  (cosx-t- V^— 1  sin^}^~'; 

faisant  maintenante:  =  -,  on  aura  non  plus  le  résultat  erroné 

2 

e    -    =\~i 

mais  l'identité 

y/ZT        y/n; 

qui  nous  maintient  évidemment  sur  le  terrain  de  la  vérité  ; 
puis,  élevant  la  même  formule  à  la  puissance  —  y  -- 1 ,  et  ad- 
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meltanl  ensuite  que  l'on  pose  ^  =  -  »  le  premier  membre  prend 

la  forme  V—ï  et  le  second  devient  —sj—i      ,  expres- 

sions  encore  équivalentes,  puisque  \~i  est  la  même  chose 
que  —\/—i . 

Toutes  les  discordances  résultant  de  l'emploi  de  la  première 
formule  disparaissent  donc  avec  la  seconde,  ce  qui  tout  au 
moins  confère  à  celle-ci  un  premier  et  incontestable  avantage 
sur  la  formule  d'Euler. 

Après  ces  premières  observations  sur  les  résultats  obtenus, 
lorsqu'on  les  envisage  au  point  de  vue  de  leur  spécialité  et  de 
leur  forme,  occupons-nous  sérieusement  du  fond  de  la  ques- 
tion et  expliquons-nous  sur  les  considérations  analytiques  dont 
l'omission  a  faussé  les  conclusions  des  géomètres. 


XIII. 

Étant  conduit,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  à  porter 
notre  attention  sur  la  formule  d'Euler  et  à  la  considérer 
comme  inexacte,  nous  devons  avant  tout  nous  rendre  compte 
des  moyens  mis  en  œuvre  pour  la  démontrer.  A  cet  égard 
nous  nous  abstiendrons  scrupuleusement  de  toute  interven- 
tion personnelle  ;  car,  en  présentant  à  notre  manière  les  rai- 
sonnements que  nous  voulons  combattre,  nous  pourrions  à 
bon  droit  paraître  suspect.  Reproduisons  donc  le  texte  des 
auteurs  et  établissons  la  controverse  sur  leurs  propres  paroles: 

«  Reprenons,  dit  Navier  (t.  I,  p.  ïi3),  le  développement  de 
e'  qui  est 

X^         X^         X' 

»  En  substituant  dans  cette  équation  xsj-~i  à  la  place  de  x, 
elle  deviendra 

yV»2  'r'3  _  ^^  -T'a  , 

^x^—i  I    ~.\^  fjc  i    .  I 4/ 1-4 -) 4/ I   —  .  •  .  . 
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»  Or,  en  comparant  celte  série  aux  développements  de  cos:r 
et  de  sinj;,  on  voit  qu'elle  revient  à  cos^  -h  \/— i  sinar;  donc 

e^V-' r=:  cosa:  +  V  —  ï  sin^.  » 

Tel  est,  avec  d'insignifiantes  modifications  dans  la  rédac- 
tion, le  procédé  uniformément  employé  depuis  Euler  pour 
démontrer  cette  formule. 

Or  une  première  observation  se  présente  ici  naturellement. 
A  supposer  que  le  développement  de  e'  donne  la  valeur  théo- 
rique exacte  de  cette  expression,  et  qu'il  en  soit  de  même  des 
développements  du  sinus  et  du  cosinus,  il  faut  reconnaître, 
et  l'on  reconnaît  généralement,  que  ces  développements  ne 
sont  démontrés  que  pour  le  cas  où  la  variable  x  est  réelle. 
Cela  posé,  remplacer  x  par  4;v  — i,  c'est  évidemment  ad- 
mettre que  ces  développements  continuent  d'être  applicables 
lorsque  x  devient  imaginaire.  Or  c'est  là  une  supposition  gra- 
tuite dont  on  doit  d'autant  plus  se  méfier  qu'il  est  bien  des 
cas  dans  lesquels  les  choses  sont  loin  de  se  passer  de  la  sorte. 

Aussi  certains  auteurs  ne  peuvent  se  défendre  d'exprimer  à 
ce  sujet  quelques  scrupules.  Nous  lisons,  en  effet,  dans  le 
Cours  d'Algèbre  de  Bourdon  (page  671,  5*  édition)  l'observa- 
tion suivante  : 

«  En  réfléchissant  sur  tout  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  les 
séries  circulaires  ou  irigonoméiriques,  on  voit  le  parti  que 
l'on  peut  tirer  de  l'emploi  des  symboles  imaginaires  pour  ré- 
soudre des  questions  d'une  très-grande  utilité.  Comme,  pour 
parvenir  à  ce  but,  on  étend  à  des  expressions  imaginaires  des 
formules  qui  d'abord  n'avaient  été  reconnues  vraies  que  pour 
des  quantités  réelles,  on  pourrait  être  tenté  de  révoquer  en 
doute  l'exactitude  des  résultats  auxquels  on  est  conduit.  » 

Cette  remarque  est  on  ne  peut  plus  juste  ;  elle  constate,  on 
le  voit,  que  tout  au  moins  le  doute  est  permis.  Dès  lors  com- 
ment le  faire  disparaître?  car  en  Mathématiques  la  certitude 
seule  doit  être  autorisée.  Pour  répondre  à  cette  question,  il 
faudrait  suivre  le  précepte  de  Laplace,  qu'on  ne  saurait  trop 
avoir  présent  à  l'esprit: 
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«  Les  passages  du  positif  au  négatif,  dit-il,  et  du  réel  à  l'ima- 
ginaire, dont  j'ai  le  premier  fait  usage,  m'ont  conduit  encore 
aux  valeurs  de  plusieurs  intégrales  définies  que  j'ai  ensuite 
démontrées  directement.  On  peut  donc  considérer  ces  pas- 
sages comme  un  moyen  de  découverte  pareil  à  l'induction  et 
à  l'analogie  employées  depuis  longtemps  par  les  géomètres, 
d'abord  avec  une  grande  réserve,  ensuite  avec  une  entière 
confiance,  un  grand  nombre  d'exemples  en  ayant  justifié  l'em- 
ploi ;  cependant  il  est  toujours  nécessaire  de  confirmer  par 
des  démonstrations  directes  les  résultats  obtenus  par  ces  di- 
vers moyens.  »  {Théorie  analytique  des  probabilités,  Intro- 
duction.) 

Or  celte  confirmation  pour  la  formule  d'Euler  n'ayant  pas 
encore  été  faite,  la  négation  ou,  dans  tous  les  cas,  le  doute 
est  chose  parfaitement  permise. 

On  se  rassure  toutefois  assez  généralement,  et  sur  ce  point 
on  se  laisse  aller  volontiers  à  prendre  confiance,  ou  pour 
mieux  dire,  à  s'aveugler  par  les  considérations  suivantes  : 

a  Cependant,  continue  Bourdon,  si,  après  certaines  transfor- 
mations, on  parvient  à  des  expressions  débarrassées  d'imagi- 
naires, qui  s'accordent  avec  celles  que  fournirait  un  raisonne- 
ment strict  et  rigoureux,  on  est  forcé  d'admettre  la  légitimité 
des  moyens  employés.  » 

Tout  cela  nous  paraît  très-vague,  et  nous  serions  certaine- 
ment autorisé  à  demander  si,  pour  la  formule  d'Euler  en  par- 
ticulier, il  existe  de  ces  sortes  de  transformations  ?  Peut-être 
serait-on  fort  embarrassé  de  les  indiquer,  car  je  crois  qu'on 
les  suppose  plus  encore  qu'on  ne  les  connaît. 

Mais,  si  c'est  précisément  le  contraire  qui  arrive,  si,  après 
certaines  transformations,  on  parvient  à  des  expressions  dé- 
barrassées d'imaginaires  qui  précisément  ne  s'accordent  pas 
avec  celles  que  fournirait  un  raisonnement  strict  et  rigoureux, 
ne  sera-t-on  pas  obligé  de  reconnaître  et  l'illégitimité  des 
moyens  employés  et  l'inexactitude  des  résultats  auxquels  ils 
auront  conduit? 

Or  c'est  précisément  là  ce  que  nous  venons  de  constater 
dans  l'article  précédent,  puisque,  après  certaines  transforma- 
tions opérées  sur  la  formule  qui  nous  occupe,  nous  avons  ob- 
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tenu  les  deux  équations 

_1  , -yf^x  ^1.  y'_I 

e   ^    =-+-v/— I       ,     e    =    =-v— I       , 

lesquelles  ajoutées  conduisent  à  l'expression  débarrassée  d'i- 
maginaires e'  =  —  I,  qui  ne  saurait  à  coup  sûr  être  la  con- 
clusion d'aucun  raisonnement  strict  et  rigoureux.  En  présence 
d'un  tel  fait  l'incrédulité,  ce  me  semble,  n'est  que  trop  bien 
justifiée. 

Il  serait  d'ailleurs  par  trop  commode  de  se  payer  de  celte 
raison,  exprimée,  on  en  conviendra,  en  termes  peu  explicites, 
que  si,  après  certaines  transformations,  on  parvient  à  des 
expressions  débarrassées  d'imaginaires  qui  s'accordent  avec 
celles  que  fournirait  un  raisonnement  strict  et  rigoureux,  on 
est  forcé  d'admettre  la  légitimité  des  moyens  employés. 

Je  ferai  observer  d'abord  que  toutes  les  règles  ordinaires 
de  calcul,  constatées  pour  les  expressions  réelles,  ne  sont  pas 
inapplicables  aux  expressions  imaginaires,  que  quelques-unes 
de  ces  règles  régissent  à  la  fois  les  premières  et  les  secondes, 
que  dès  lors  les  moyens  dont  il  est  ici  question  ne  sont  pas 
toujours  condamnables,  et  que,  par  suite,  certains  résultats 
obtenus  par  ces  moyens  pourront  être  exacts.  Mais  ce  dont  il 
faut  se  garder,  c'est  de  trop  prendre  confiance  dans  ces  cas 
exceptionnels  pour  conclure  que  c'est  toujours  ainsi  que  les 
choses  doivent  se  passer.  Or,  en  s'en  référant  aux  habitudes 
des  géomètres,  il  faut  reconnaître  que  la  tendance  contre  la- 
quelle je  m'élève  ici  n'est  que  trop  générale. 

On  doit  observer,  en  second  lieu,  qu'au  cas  même  où  l'on 
aurait  considéré  comme  applicable  à  une  expression  imagi- 
naire une  règle  qui  ne  l'est  pas,  il  est  fort  possible,  dans  cer- 
taines circonstances,  lorsqu'on  reviendra  de  l'imaginaire  au 
réel,  de  détruire  dans  ce  retour  les  effets  des  erreurs  primi- 
tives et  d'obtenir  ainsi,  dans  quelques  cas  exceptionnels,  des 
résultats  exacts,  bien  que  le  point  de  départ  ne  le  soit  pas. 

Par  exemple,  parce  que,  dans  la  formule  d'Euler,  lorsqu'on 
suppose  l'angle  x  nul,  on  obtient  l'ideniité  1  =  1,  dans  la- 
quelle tout  est  réel,  on  ne  saurait  être  autorisé  à  en  conclure 
que  la  formule  est  exacte.  Qui  ne  voit,  en  effet,  que  la  pre- 
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mière  erreur  que  je  reproche  à  la  formule,  et  qui  consiste  à 
prendre  pour  valeur  de  cosa;  +  v^— i  sina;  une  exponentielle 
imaginaire,  se  trouve  annihilée  dans  le  retour  au  réel  par  la 
supposition  que  x  est  nul,  car  cela  fait  disparaître  cette  même 
exponentielle  faussement  introduite.  Cette  prétendue  vériG- 
cation  reste  donc  sans  valeur.  On  voit  même  qu'elle  se  serait 
toujours  produite  avec  un  nombre  quelconque  différent  de  e 
et  avec  tout  autre  exposant,  réel  ou  imaginaire,  multiple  de  x. 
On  a  encore  dit  dans  le  même  ordre  d'idées,  et  pour  se  for- 
tifier dans  la  pensée  que  la  formule  d'Euler  est  exacte,  que 
les  valeurs  de  cos^r  et  de  sin^  qu'on  en  peut  déduire  véri- 
fient la  loi  fondamentale  de  la  Trigonométrie 

COS'^C  H-  Sin^X=:r  I. 

On  aurait,  d'après  Euler, 

cosa: 5     sinar  -- •, 

dont  la  somme  des  carrés  est  bien  égale  à  l'unité. 

Mais,  comme  dans  cette  somme  toutes  les  exponentielles 
disparaissent  d'elles-mêmes,  il  est  impossible  de  rien  affirmer 
sur  leur  légitimité  propre  et  sur  leur  droit  exclusif  d'interve- 
nir. Aussi,  que  l'on  substitue  à  eV-'  telle  quantité  A  qu'on 
voudra,  réelle  ou  imaginaire,  possible  ou  impossible,  on  aura 
identiquement 


1. 


On  voit  donc  à  quoi  se  réduisent  ces  prétendus  contrôles  : 
ce  sont  de  véritables  illusions  qui  n'apprennent  absolument 
rien  sur  le  fond  de  la  question. 

Tant  de  transformations  qu'on  voudra,  pour  revenir  au  réel, 
peuvent  donc  rester  impuissantes,  malgré  l'exactitude  des 
résultats  obtenus.  Il  faut  encore  s'éclairer  avec  soin  sur  le 
mode  même  de  ces  transformations  et  sur  leurs  particularités 
analytiques.  C'est  une  nécessité  que  les  exemples  ci-dessus 
rendent  évidente. 
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Mais,  à  l'inverse,  un  seul  résultai  déduit  de  l'expression  pri- 
mitive, que  des  raisonnements  stricts  et  rigoureux  condamne- 
raient, sera  suffisant,  quelle  que  soit  sa  nature,  pour  attester  la 
fausseté  de  cette  expression.  Or  déjà  nous  avons  fait  connaître 
un  de  ces  résultats,  celui  qui  exigerait  que  e''-  fût  égal  à  —  i. 
Nous  pouvons  ajouter  que  bien  d'autres  conséquences  inad- 
missibles sont  faciles  à  obtenir.  Si,  par  exemple,  l'hypothèse 
que  x^=o  conduit  à  une  vérité,  parce  qu'elle  annule  l'erreur 
en  vertu  de  laquelle  cosa:  +  ^—  i  sina;  est  égalée  à  une  expo- 
nentielle imaginaire,  toute  autre  hypothèse  qui  conservera 
cette  sorte  d'exponentielle  conduira  à  des  conséquences  frap- 
pées des  mêmes  impossibilités  que  la  formule  elle-même. 
C'est  ainsi  que  la  supposition  que  x  est  égal  non  plus  à  zéro 
mais  à  sA-tt,  h  étant  un  nombre  entier  quelconque,  conduit  à 
l'équation  _ 

dont  il  serait  forl  à  désirer  que  les  géomètres  constatassent 
la  légitimité  par  des  moyens  directs.  Ce  serait  là  une  épreuve 
fort  importante,  presque  décisive  ;  malheureusement  elle  est 
encore  à  faire. 

XIV. 

Mais  il  y  a  plus,  même  sans  aborder  l'imaginaire  et  en  se 
maintenant  dans  l'unique  considération  du  réel  :  les  auteurs 
sont  obligés  de  poser  d'importantes  réserves  sur  les  valeurs 
qu'il  est  permis  d'attribuer  dans  a*  au  nombre  a. 

En  effet,  dans  son  ouvrage  déjà  cité,  Navier  après  s'être  ex- 
pliqué sur  la  figuration  géométrique  de  la  fonction  a*,  à  l'aide 
de  courbes,  fait  l'observation  suivante  : 

«  Si  l'on  voulait  prendre  pour  a,  dans  la  fonction  a',  un 
nombre  négatif,  cette  fonction  cesserait  de  présenter  des  va- 
leurs continues  ;  il  n'existerait  plus  de  courbe,  mais  seule- 
ment des  points  isolés  correspondant  aux  valeurs  de  x  égales 
à  des  nombres  entiers  ou  à  des  fractions  de  dénominateur 
impair.  » 
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Sur  quoi  Navier  conclut  en  disant  : 

«  Nous  supposerons  toujours  dans  la  suite,  par  cette  raison, 
quand  il  s'agira  d'un  système  quelconque  de  logarithmes,  que 
la  base  a  de  ce  système  est  un  nombre  positif  et  plus  grand 
que  l'unité.  » 

Or,  dirons-nous,  si,  même  pour  certains  cas  de  la  réalité 
de  a,  la  continuité  de  la  fonction  disparaît,  ce  qui  déjà  nous 
met  quelque  peu  en  dehors  des  notions  normalement  admises 
en  Algèbre,  qui  donc  serait  en  mesure  de  prévoir  ce  qui  ad- 
viendra pour  le  cas  autrement  exceptionnel  de  l'imaginaire, 
et  d'affirmer  que  dans  e's^,  où  en  définitive  a  devient  ev^', 
cette  même  absence  de  continuité  ne  persistera  pas,  ne  s'ag- 
gravera pas  même,  par  suite  de  certaines  circonstances  que  je 
ne  connais  pas  sans  doute,  mais  dont  l'incompréhension  de 
ev^  permet  de  supposer  l'existence?  Un  tel  scrupule  est  à 
coup  sûr  fort  légitime,  et,  cependant,  poser  la  formule  d'Euler, 
n'est-ce  pas  trancher  la  question  et  affirmer  que  e'v^  est  con- 
tinu, puisque  chacun  des  termes  du  second  membre  l'est? 

Dans  tous  les  cas,  supposer  que  dans  e*  la  variable  devient 
xsj—if  c'est  la  même  chose,  je  le  répèle,  que  remplacer  a  de 
a'  par  la  valeur  ef-^]  or,  tant  qu'il  ne  sera  pas  prouvé  que  é-v^  ' 
est  un  nombre  positif  et  plus  grand  que  l'unité,  il  faudra  re- 
connaître que  Navier  et  les  géomètres  qui  partagent  ses  idées 
auront  contrevenu  aux  règles  qu'ils  se  sont  eux-mêmes  im- 
posées. 

On  n'a  pas  assez  réfléchi,  ce  me  semble,  à  celte  considéra- 
lion,  irès-digne  d'attention,  que  remplacer  x  par  xsj—i  n'est 
pas  chose  aussi  simple  qu'on  serait  tenté  de  le  croire  au  pre- 
mier abord.  On  paraît  ne  comprendre  que  d'une  seule  ma- 
nière le  passage  de  a'  à  aV-',  tandis  qu'en  fait  il  y  en  a  deux 
très-distinctes.  Suivant  les  habitudes  admises,  ce  passage  con- 
sisterait à  remplacer  la  variable  réelle  x  par  la  variable  imagi- 
naire x\l — 1  ;  mais  ne  seral-je  pas  également  autorisé  à  dire, 
sans  contrevenir  à  aucun  des  principes  de  l'Algèbre,  que  ce 
passage  peut  s'entendre  en  ce  sens,  que  la  variable  continue 
de  rester  réelle  et  que  c'est  la  constante  a  qui  prend  la  forme 
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imaginaire  cc>'~' ,  la  première  interprétation  serait  plus  parti- 
culièrement représentée  par  a^'*^\  la  seconde  par  (av^)'. 

Dans  le  premier  cas,  et  dans  l'hypothèse  où  les  règles  de 
calcul  pour  les  variables  réelles  s'appliquent  aux  variables 
imaginaires,  on  aurait 


1  ^2: 


a^   '  =  H-(loga)-^^^ — ^— (loga)  ^, 


-{loga)'^^-f-(logaV^j 


ainsi  que  l'admettent  les  géomètres. 

Dans  le  second  cas,  et  dans  l'hypothèse  oii  les  principes 
établis  pour  les  constantes  réelles  sont  applicables  aux  con- 
stantes imaginaires,  il  faudrait  écrire 

(av-'j'  =  I  -I-  (logav/-')  _  -t-  (logav^-')'  —.  +  (loga v^-'/  ^  H 

Certes,  en  opérant  ainsi,  je  ne  prétends  pas  plus  justifier  la 
seconde  forme  que  la  première  ;  mais,  à  tout  prendre,  ne 
semble-t-il  pas  qu'elle  est  moins  excentrique  qu'elle?  On 
conviendra,  en  effet,  qu'il  est  bien  plus  facile  d'admettre 
qu'une  formule  continue  d'être  applicable,  lorsque  c'est  une 
de  ses  constantes  qui  de  réelle  devient  imaginaire,  qu'il  ne 
l'est  de  la  considérer  comme  étant  encore  vraie  lorsque  c'est 
la  variable  même,  c'est-à-dire  la  partie  active  de  la  fonction, 
qui  subit  un  changement  d'état,  modifiant  si  profondément  sa 
nature. 

Quoi  qu'il  en  soit,  de  quelque  manière  qu'on  envisage  les 
choses,  il  faut  reconnaître  que  c'est  toujours  sur  des  hypo-. 
thèses  qu'on  s'appuie,  et  que,  par  conséquent,  les  résultats  ob- 
tenus, en  admettant  qu'ils  soient  vrais,  ne  sont  pas  démontrés. 

Eh  quoi!  on  ne  sait  pas  c'e  que  peut  être  la  puissance  ima- 
ginaire d'une  quantité  réelle,  et  l'on  voudrait  calculer  à  coup 
sûr  les  effets  de  ses  variations  pour  l'universalité  des  valeurs, 
d'ailleurs  incomprises,  que  peut  prendre  une  telle  fonction  ! 
Mais,  dans  toutes  les  sciences,  ne  faut-il  pas  au  contraire  se 
montrer  de  plus  en  plus  timoré,  à  mesure  que  l'intelligence 
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des  choses  dont  on  s'occupe  devient  plus  obscure?  Ne  faul-il 
pas  procéder  alors  avec  celle  sage  réserve,  avec  celle  pru- 
dence du  doule  qui,  seules,  peuvenl  nous  meure  en  garde 
conlre  les  erreurs?  N'est-ce  point  dans  de  telles  circonstances 
qu'il  faut  surtout  éviter  de  céder  à  l'eniraînement  de  trom- 
peuses analogies,  et  ne  devient-il  pas  nécessaire,  comme  La- 
place  le  recommande  avec  tant  de  raison,  de  confirmer  par 
des  démonstrations  directes  les  résultats  obtenus  par  ces  di- 
vers moyens  ? 

Mais,  puisque  nous  avons  deux  valeurs,  vraies  ou  fausses, 
pour  la  même  expression,  il  faudrait  tout  au  moins  que  ces 
valeurs  fussent  égales.  Or  à  quelle  condition  cette  égalité 
pourra-t-elle  exister?  Il  suffit  de  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les 
deux  développements  pour  reconnaître  qu'ils  deviendront 
identiques  si  l'on  a 

logav^-'  =  v^— I  loga, 

c'est-à-dire  qu'il  faudrait  encore  que  les  règles  de  calcul  éta- 
blies pour  la  fonction  logarithmique,  dans  le  cas  du  réel,  con- 
tinuassent à  s'appliquer  dans  le  cas  de  l'imaginaire.  C'est  donc 
là  une  nouvelle  hypothèse  de  même  ordre  que  les  précé- 
dentes, de  sorte  que,  loin  de  disparaître,  le  doule  ne  fait  que 
s'affirmer  de  plus  en  plus.  Navier  lui-même,  qui,  dans  un 
grand  nombre  de  circonstances,  ne  s'est  pas  fait  faute  de  céder 
à  l'entraînement  des  inductions  analogiques,  ne  se  borne  pas, 
au  sujet  de  la  fonction  a',  à  émettre  des  scrupules  sur  ce  qui 
doit  arriver  lorsque  a  devient  imaginaire,  comme  c'est  ici  le 
cas  ;  mais  il  pose  nettement  des  réserves.  Voici  comment  il 
s'exprime,  page  i3o  de  l'Ouvrage  déjà  cité: 

«  Observons  d'ailleurs  que  la  transformation  de  a'^  en  e', 
opérée  en  multipliant  x  par  la,  suppose  que  la  soit  un  nombre 
qui  puisse  être  assigné,  c'est-à-dire  que  a  soit  un  nombre  réel 
et  positif .  La  propriété  de  la  fonction  à^,  dont  il  s'agit,  ne  sub- 
siste pas  sans  restriction,  lorsqu'on  veut  attribuer  au  nombre 
a  des  valeurs  négatives  ou  imaginaires.  » 

Or,  dirons-nous,  comme  supposer  que  dans  «'  la  variable  x 
devient  imaginaire  de  la  forme  x^j—i,  c'est  exactement  la 
même  chose  que  laisser  x  réel  et  substituer  à  «  la  valeur  ima- 
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ginaire  av'^,  il  faut  en  conclure,  d'après  Navier  lui-même, 
que  les  conséquences  d'une  telle  hypothèse  ne  sauraient  être 
admises  sans  resiriclion,  et  que  par  Suite  ces  conséquences 
n'ont  d'autre  valeur  que  celle  d'une  incertitude. 


XV. 

Quelques  auteurs  partageant  sans  doute,  en  tout  ou  en  par- 
tie, les  doutes  que  nous  venons  de  signaler,  mais  ne  voulant 
pas  toutefois,  pour  des  motifs  que  nous  ne  saurions  apprécier 
puisqu'ils  ne  les  ont  pas  dits,  se  faire  l'écho  de  ces  critiques, 
ont  mis  en  avant,  au  sujet  de  la  formule  d'Euler,  une  certaine 
réserve  dont  nous  ne  saisissons  que  très-imparfaitement  la 
portée,  et  qui  nous  paraît  être  moins  encore  une  explication 
que  l'expression  de  cet  embarras  qu'éprouvent  les  personnes 
qui,  ne  pouvant  pas  absoudre,  seraient  cependant  très-dési- 
reuses de  ne  pas  condamner:  on  va  en  juger. 

Dans  un  Traité  d'Algèbre,  que  nous  ne  pouvons  qu'apprécier 
à  beaucoup  d'égards,  l'inscription  de  la  formule  d'Euler  est 
suivie  du  commentaire  suivant: 

o  Telle  est  la  formule  trouvée  par  Euler  et  qui  lie  les  expo- 
nentielles aux  lignes  trigonométriques.  Celte  formule  ne  con- 
stitue pas  à  proprement  parler  un  théorème;  elle  renferme 
au  contraire  une  définition,  celle  de  e'v^"'.  » 

Comme,  dans  le  langage  algébrique,  le  mot  théorème  ne 
saurait  avoir  d'autre  signification  que  celle  de  l'expression 
d'une  vérité  mathématique,  il  faudrait  en  conclure  que,  dans 
l'opinion  de  l'auteur,  la  formule  en  question  n'est  pas  une 
vérité,  ou  que  tout  au  moins  elle  peut  n'en  pas  être  une.  Sur 
ce  point,  je  dois  reconnaître  que  je  suis  parfaitement  d'accord 
avec  lui;  mais  comment  comprendre  que,  n'étant  pas  un 
théorème,  elle  soit  au  contraire  une  définition?  Est-ce  qu'une 
définition  serait  le  contraire  d'un  théorème,  et,  par  suite, 
cette  définition  serait-elle  en  même  temps  contraire  à  une 
vérité?  Tout  cela  paraîtra,  ce  me  semble,  un  peu  confus  ;  mais 
ne  jouons  pas  sur  les  mots,  qui  peuvent  avoir  été  mal  choisis 
et  ne  pas  rendre  convenablement  la  pensée  de  l'auteur.  Sup- 
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posons  que  celui-ci  ail  voulu  dire,  dans  ce  passage,  que  la 
formule  en  question  doit  être  simplement  considérée  comme 
une  définition  de  e^\/-'. 

C'est  d'ailleurs  dans  ce  sens  que  l'entendent  certains  géo- 
mètres avec  lesquels  j'ai  fait  échange  d'explications.  Ils  disent 
que,  s'il  n'est  pas  suffisamment  démontré  que  e^v'^  est  égal  à 
cos^-i-  s/ — I  sin^,  il  résulte  tout  au  moins  du  caractère  es- 
sentiellement vérificatif  des  calculs  qui  ont  conduit  Euler  à 
cette  formule,  qu'on  est  suffisamment  autorisé  à  substituer 
cosa;H-  y/— 1  sina;  à  e*/-*,  sans  qu'il  puisse  en  résulter  au- 
cun inconvénient,  aucune  erreur  dans  les  combinaisons  ana- 
lytiques où  l'on  fera  intervenir  cette  substitution.  Mais  cela 
peut-il  bien  s'appeler  définir?  S'exprimer  ainsi  ce  n'est  pas, 
ce  me  semble,  exposer  l'idée  qu'on  doit  se  faire  d'une  chose, 
c'est  soumettre  celte  chose  à  une  obligation  ;  ce  n'est  pas 
expliquer,  c'est  établir  une  règle  ;  ce  n'est  pas,  en  un  mol, 
poser  une  définition,  c'est  émettre  le  principe  d'une  faculté  de 
remplacement. 

Car  une  définition,  quelle  qu'elle  soit,  ne  fait  que  consti- 
tuer un  point  de  départ,  pour  des  raisonnements  ultérieurs, 
qui  ne  préjuge  et  n'admet  spontanément  et  a  priori  aucune 
affirmation,  soit  entre  les  divers  étals  de  l'objet  défini,  soit  sur 
les  rapports  qui  peuvent  le  lier  à  d'aulres  considérations. 
Sans  doute,  en  étudiant  les  propriétés  de  cet  objet  et  en  appli- 
quant à  sa  définition  des  raisonnements  autorisés,  je  pourrai, 
presque  immédiatement  quelquefois,  plus  péniblement  dans 
d'autres  circonstances,  être  conduit  à  certaines  affirmations 
qui,  dans  la  spécialité  de  l'Algèbre,  s'expriment  par  des  équa- 
tions ;  mais  commencer  par  établir  dans  cette  science  une 
égalité  entre  des  expressions  alors  que  celles-ci  n'ont  rien  de 
facultatif,  qu'on  veuille  bien  le  remarquer,  alors  que  par  elles- 
mêmes  elles  indiquent  et  imposent  l'inévitable  obligation 
d'exécuter  certaines  opérations  de  calcul  plutôt  que  d'aulres, 
ce  n'est  pas  définir,  je  le  répète,  c'est  établir  entre  deux  choses 
une  condition  qu'on  croit  nécessaire  sans  doute,  mais  qui  ne 
sera  acceptable  que  lorsqu'elle  aura  été  sanctionnée  par  l'Al- 
gèbre. 
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Ces  deux  choses,  en  effet,  élanl  d'avance  par  leur  constitu- 
tion et  leur  forme  une  dépendance  obligée  de  celte  science, 
il  faudra  bien,  si  l'on  veut  rester  dans  le  vrai,  que  la  nouvelle 
dépendance  dans  laquelle  on  prétend  les  établir  l'une  par  rap- 
port à  l'autre  soit  en  parfait  accord  avec  les  constitutions  et  les 
formes  qui  leur  ont  été  primitivement  imposées.  Or  cela  ne 
s'établit  pas  par  des  mots,  mais  doitsejustifier  par  des  preuves, 
car,  s'il  en  était  autrement,  on  n'aurait  défini  ou  pour  mieux 
dire  exprimé  qu'une  contradiction. 

Qu'on  veuille  bien  ne  pas  perdre  de  vue  qu'en  ce  qui  con- 
cerne l'Algèbre,  e'v^-'  aussi  bien  que  cos:c  +  ^ — i  sin^  sont 
dès  l'abord  et  invariablement  définis  par  eux-mêmes,  puisque 
les  quantités  constantes  et  variables  qui  figurent  dans  l'une 
et  dans  l'autre,  ainsi  que  les  opérations  qui  y  lient  entre  elles 
ces  quantités,  sont  parfaitement  indiquées  et  qu'il  est  par  con- 
séquent impossible  que  e'v^  ou  cos^ -f- \/ — i  sin:r  soient 
autre  chose  que  ce  que  ces  quantités  et  ces  opérations  leur 
permettent  d'être.  A  cela  ni  les  conventions  ni  les  mots,  quels 
que  soient  ceux  qu'on  voudra  employer,  ne  sauraient  rien 
changer.  Un  cadre  déterminé  d'opérations  à  effectuer  sur  des 
nombres  donnés  est  un  type  de  génération  qui  ne  subit 
d'autres  lois  que  les  siennes  propres,  dont  les  résultats  s'im- 
posent, et  qui  ne  saurait  créer  que  ce  que  sa  constitution 
autorise. 

Sans  doute,  si  deux  de  ces  types  produisent  exactement  les 
mêmes  résultats,  l'un  d'eux  pourra  servir  à  donner  une  idée 
de  l'autre  ;  mais  il  faut  qu'au  préalable  celte  équivalence  ait 
été  établie  et  que  la  preuve  ait  précédé  cette  sorte  de  défini- 
lion.  Que  penser  d'après  cela  d'une  assertion  qui  semble  ex- 
primer le  contraire,  en  prétendant  que  la  formule  d'Euler  n'est 
pas  un  théorème,  mais  une  définition  ? 

Serait-ce  parce  qu'il  y  a  là  des  opérations  dont  le  sens  aussi 
bien  que  le  mécanisme  nous  échappe,  que  nous  croirions 
devoir  intervenir  et  ajouter  à  la  définition  première  naturelle 
et  constitutive  de  e'V-'  une  nouvelle  définition?  Mais,  comme 
nous  le  disions  dans  l'article  précédent,  ne  devons-nous  pas 
au  contraire  mettre  d'autant  plus  de  scrupule  dans  cette  inter- 
vention que  nous  comprenons  moins,  nous  pourrions  même 
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dire,  que  nous  ne  comprenons  pas  du  lout?  Où  trouver  en 
effel  la  sanction  de  l'explication  quelconque  d'une  chose  dont 
nous  avouons  que  l'intelligence  nous  échappe,  et  que  penser 
d'une  telle  tentative  alors  que  les  moyens  et  les  raisonnements 
algébriques  sur  lesquels  elle  s'appuie  ne  sont  pas  autorisés? 
Cela  pourra  être  commode  pour  les  faiseurs  d'hypothèses, 
parce  que  l'incompréhension  d'un  objet  rend  plus  difficile  la 
critique  des  propriétés  qu'on  lui  attribue  bénévolement;  mais, 
quoi  qu'on  fasse,  la  logique  ne  saurait  y  perdre  aucun  de  ses 
privilèges;  l'obscurité  du  sujet,  au  contraire,  lui  donnera  tou- 
jours le  droit  de  se  montrer  plus  exigeante. 

De  quelque  côté  qu'on  envisage  la  question,  on  ne  saurait 
donc  y  voir  que  doutes  et  incertitudes,  et  telle  est  la  situation 
d'esprit  dans  laquelle  je  suis  resté  jusqu'au  moment  où  les 
flagrantes  contradictions  que  j'ai  signalées  plus  haut  sont  ve- 
nues porter  contre  la  formule  d'Euler  une  nouvelle  et  plus 
grave  accusation,  celle  d'être  inexacte. 

En  résumé,  le  développement  de  e^  n'ayant  été  établi  que 
pour  le  cas  où  x  est  réel,  on  ne  saurait  être  autorisé  à  pré- 
tendre que  ce  développement  devient  la  valeur  de  e^v'-'  lors- 
qu'on y  remplace  x  par  x^ — i .  La  formule  d'Euler  ne  con- 
stitue donc  ni  un  théorème  ni  une  définition,  elle  n'est  qu'une 
hypothèse.  De  plus,  cette  hypothèse,  conduisante  des  contra- 
dictions manifestes  dans  les  applications  qu'on  en  peut  faire, 
doit  être  rejetée.  11  suit  de  là  que  la  réduction  de  la  fonction 
e'v'-'  à  la  forme  imaginaire  simple  A  H-By'— i  est  un  principe 
non  justifié,  qu'il  en  est  par  conséquent  de  même  de  toutes 
les  conséquences  qu'on  voudrait  déduire  de  ce  principe,  et 

qu'en  particulier  il  n'est  pas  exact  de  prétendre  que  \j—\ 
egt  réel.  Cette  dernière  expression  constitue  donc  une  espèce 
à  part,  non  représentable  par  les  autres  formes  connues  et 
déjà  étudiées,  soit  réelles,  soit  imaginaires,  et  ne  saurait  par 
conséquent  être  exclue  de  ce  chef  de  la  possibilité  de  devenir 
l'équivalent  algébrique  de  la  double  perpendicularité  de  l'axe 
des  z  sur  ceux  des  x  et  des  y. 
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Moivre  dans  le  cas  où  l'exposant  est  réel  et  positif.  —  XXVI.  Examen  du  cas 
dans  lequel  l'exposant  est  réel  et  négatif.  —  XXVII.  Extension  de  la  formule 
au  cas  où  l'exposant  est  imaginaire  de  la  forme  ûzrnyj — i .  —  XXVIII.  Ré- 
Ilexions  sur  les  erreurs/auxquelles  on  peut  être  conduit  en  cette  matière, 
lorsqu'on  cède  à  l'entraînement  des  considérations  analogiques. 


XVI 


Nous  allons  mainlenanl  revenir  à  ce  qui  concerne  plus  spé- 
cialenieni  les  directions;  mais  il  importe,  avant  de  nous  occu- 
per d'une  direction  quelconque,  de  passer  en  revue  ce  qui 
s'applique  plus  particulièrement  à  celles  qui  sont  situées  dans 
les  trois  plans  des  coordonnées.  Non-seulement  ces  premières 
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études  nous  conduiront  plus  facilement  à  l'intelligence  du  cas 
général,  mais  elles  nous  donneront  l'occasion  de  nous  éclairer 
sur  les  rapports  qui  lient  entre  elles  les  expressions  algé- 
briques dans  lesquelles  entrent  ±i,  rty/",  di  y/— ^  \  soit 
séparément,  soit  simultanément.  Dans  l'ignorance  où  l'on 
était  de  la  signification  des  deux  dernières  formes,  ces  rap- 
ports ont  été  ou  peu  étudiés  ou  mal  compris;  mais,  à  l'aide 
des  corrélations,  désormais  bien  établies,  de  ces  formes  avec 
les  propriétés  géométriques  des  perpendicularités,  tout  ce 
qui  se  rattache  à  ce  sujet  va  se  simplifier.  Nous  pourrons 
ainsi  formuler  avec  précision  des  principes  qui  nous  permet- 
tront de  rectifier  des  erreurs,  ainsi  que  nous  avons  déjà  eu 
occasion  de  le  faire,  ou  de  généraliser  certaines  vérités  qui 
n'ont  été  affirmées  jusqu'à  ce  jour  que  dans  quelques-unes 
de  leurs  particularités. 

En  ce  qui  concerne  le  plan  des  xy,  ce  travail  est  déjà  ac- 
compli ;  l'étude  que  nous  avons  faite  des  directions  dans  le 
plan  est  complète.  Elle  consacre  ce  fait  principal  que,  dans  ce 
plan,  la  direction  répondant  à  l'angle  a.  a  pour  équivalent 
algébrique  cosa  H-  sj—x  sina,  et  que,  tandis  qu'en  Géomé- 
trie le  passage  d'une  direction  à  l'autre,  par  exemple  de  celle 
de  oJ  à  celle  de  a.  augmenté  de  (3,  se  fait  par  l'addition  des  arcs 
en  Algèbre  elle  s'obtient  par  la  multiplication  des  deux  fac- 
teurs directifs  cosa  +  y/— i  sina  et  cosj3  +  y  — i  sinj3  corres- 
pondant à  chacun  de  ces  arcs.  Nous  verrons  plus  tard  quelles 
sont  les  modifications  que  les  propriétés  géométriques  des 
directions  dans  l'espace  viennent  introduire  dans  ce  principe. 

Tout  ce  qui  se  passe  dans  ce  pripmier  plan  des  coordonnées 
s'applique  aux  arcs  positifs  et  négatifs  exclusivement  et  com- 
plète ce  qui  les  concerne. 

La  considération  des  arcs  dzay/— i,  c'est-à-dire  de  ceux 
qui,  à  partir  de  l'origine  des  arcs,  au  lieu  de  rester  confinés 
dans  le  plan  des  xy,  s'élèvent  perpendiculairement  au-dessus 
ou  au-dessous  de  ce  plan,  nous  a  conduit  à  l'examen  de  ce  qui 
concerne  le  plan  des  xz.  Nous  avons  vu  que  l'expression  gé- 

nerale  d'une  direction  dans  ce  plan  est  cosaH-  y/— i       sinar. 
Si  l'angle  y.  est  nul,  elle  se  réduit  à  -i-  i,  ce  qui  est  la  direc- 
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lion  de  l'axe  de  x.  Si  cet  angle  est  droit,  l'expression  de  la 

direction  devient  V—  i  >  de  sorte  que,  dans  ce  plan,  au  point 
de  vue  de  la  double  perpendicularité  dont  jouit  l'axe  des  z, 
par  rapport  aux  x  et  aux  y,  nous  voyons  que  l'opération  de 
faire  un  angle  droit  sur  la  direction  +i  est  algébriquement 

représentée  par  le  facteur  v^—i       .  Une  seconde  opération 

semblable  aura  donc  pour  expression  le  produit  de  y— i 

par  v^-^^  ',  ce  qui  donne  V'— i  ^  '  ""  —  iv'-'.  Mais  comme, 
à  l'aide  de  celle  double  opération,  on  arrive  au  négatif  de  la 
direction  primitive,  c'est-à-dire  à  —  i,  il  s'ensuit  que  nous 
sommes  autorisé  à  considérer  — W-'  comme  étant  égal  à 
l'uniié  négative.  En  continuant  d'ailleurs  cette  construction 
d'angles  droits,  la  quatrième  nous  ramenant  à  la  direction  pri- 
mitive sera  représentée  par  V  —  i  ou  -f-  i  v  ~'  :  nous  sommes 
donc  également  autorisé  à  dire  que  W-'  est  égal  à  l'unité  po- 
sitive. Cet  exposant  y/— i ,  tout  en  n'altérant  pas  les  directions 
positive  et  négative  prises  ici  comme  ligne  de  départ,  aura 
l'utilité  d'indiquer  qu'au  lieu  de  considérer  celte  direction 
comme  appartenant  au  plan  des  xy,  on  veut  la  considérer 
comme  faisant  partie  de  celui  des  xz.  C'est  d'ailleurs  la  seule 
qui  soit  commune  aux  deux  plans,  puisque  c'est  suivant  elle 
que  se  fait  leur  intersection.  Nos  recherches  ultérieures  ne 
feront  que  confirmer  les  observations  que  nous  présentons  ici. 
Dans  le  plan  qui  nous  occupe,  comme  dans  celui  des 
xy,  le  passage  d'une  direction  à  une  autre  se  fera  algébri- 
quement en  prenant  le  produit  des  deux  facteurs  directifs 

cosa  +  v^— I  sina  et  cos,3  +  y*  — I  sin [3  correspondant  à 
chacun  des  arcs  ajoutés.  Il  est  évident,  en  effet,  au  point  de 
vue  géométrique,  que,  les  deux  arcs  a  y  —  i  et  (3v  — i  étant 
dans  le  même  plan,  la  direction  correspondart  à  leur  somme 
sera 

cos(a  +  (3) -f- v/— I      'sin(a4-^), 
et  tel  est  en  effet  exactement  le  produit  des  deux  facteurs  ci- 
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dessus  signalés.  Celle  propriélé  ne  s'applique  d'ailleurs  qu'aux 
plans  des  xy  el  des  xz^  el  nous  ne  manquerons  pas  d'indi- 
quer dans  la  suile  les  fails  géométriques  qui  l'expliquent 
dans  ces  deux  circonstances  el  qui  l'infirmenl  dans  toutes  les 
autres. 

Passons  maintenant  au  plan  des  yz.  Dans  ce  plan,  les  arcs 
sont  comptés  à  partir  de  l'extrémité  des  y  positifs;  comme 
dans  le  précédent,  ils  s'élèvent  perpendiculairement  au-des- 
sus de  lui,  passent  d'abord  par  l'extrémité  des  z  positifs, 
puis  par  celles  des  y  et  des  z  négatifs  et  viennent  enfin  re- 
joindre le  point  de  départ.  Il  semblerait  au  premier  abord  ré- 
sulter du  fait  de  leur  perpendicularité  sur  le  plan  de  base 
que,  comme  précédemment,  ils  doivent  être  représentés  par 
ay/— i;  mais  il  y  a  celte  différence  entre  les  deux  cas  que, 
pour  le  plan  des  xz,  ils  partent  de  l'origine  même  à  partir  de 
laquelle  on  mesure  tous  les  arcs,  tandis  que  pour  le  plan  des 
xz,  et  au  point  de  vue  de  cette  origine,  ils  en  sont  séparés 
par  un  angle  droit  compté  sur  la  circonférence  de  base,  de 
sorte  qu'en  réalité  la  représentation  algébrique  des  premiers 

est  o-sj—i  et  celle  des  seconds  est  — h  txsj—i .  De  là  une  dif- 
férence essentielle  entre  la  supputation  des  directions  corres- 
pondant aux  uns  et  aux  autres.  Ce  cas  est  au  reste  une  par- 
ticularité de  l'expression  générale  des  directions  sur  laquelle 
nous  ne  manquerons  pas  de  revenir  après  que  nous  aurons 
traité  le  problème  dans  son  ensemble. 

Quant  à  présent,  nous  nous  bornerons  à  déduire  la  repré- 
sentation algébrique  des  directions  dans  le  plan  des  yz  des 
fails  géométriques  aussi  simples  que  directs  qui  se  rapportent 
immédiatement  à  sa  situation. 

Ayant  pris  dans  ce  plan,  à  partir  de  l'extrémité  de  y,  un 
arc  a,  et  ayant  joint  l'origine  avec  l'extrémité  de  cet  arc,  on 
aura  une  direction  faisant  un  angle  a  avec  l'axe  des  y.  Au 
poiat  de  vue  des  grandeurs,  celle  du  cosinus  de  cet  angle  sera 
cosa,  celle  du  sinus  sera  sina.  Quant  aux  directions,  celle  du 
cosinus  sera  celle  des  j,  c'est-à-dire  ^—ly  celle  du  sinus  sera 

celle  des  2,  soit  sj—i       ,  de  sorte  qu'au  double  point  de  vue 
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du  continu  eldu  direciif,  l'équivalent  algébrique  cherché  sera 

V  —  I  COS  a  4-  V —  I        sin  y.. 

Dans  le  plan  des  x/,  aussi  bien  que  dans  celui  des  xz,  nous 
venons  de  voir  que  la  direction  correspondant  à  la  somme  de 
deux  arcs  s'obtient  algébriquement  par  la  multiplication  des 
facteurs  directifs  de  ces  arcs,  et  l'on  pourrait  être  tenté  par 
analogie  de  croire  qu'il  doit  en  être  de  même  dans  le  plan  des 
j^z.  Ce  serait  là  une  erreur  contre  laquelle  il  est  utile  de  se 
prémunir  dès  l'abord. 

Au  point  de  vue  des  considérations  géométriques,  la  direc- 
tion correspondant  à  a  +  (3  dans  le  plan  des  yz  devra  être 
évidemment 

V/  — icos(a  H- (3)  H- V  — «        sin{a+j3), 

puisque  nous  venons  de  reconnaître  que  telle  est  la  forme 
que  doit  revêtir  la  direction  pour  un  angle  quelconque  dans 
ce  plan.  Or  on  vérifiera  que  le  produit  des  facteurs  directifs  de 

a  et  de  (3,  c'est-à-dire  le  produit  de  ^ —  i  cos  a  +  y'  —  i       sin  a 

par  \/— I  cos(3  +  y — i       sin  ^  est 

/r.+i 

—  cos(a:— ^j  4- V'  — »  sin(a-+-(3), 

expression  qui,  dans  aucun  cas,  ne  peut  être  égale  à  la  pré- 
cédente- 

Il  y  a  donc  à  cet  égard  une  dilTérence  essentielle  dans  les 
lois  algébriques  qui  régissent  les  directions  dans  le  plan  des 
yz  et  celles  qui  leur  sont  applicables  dans  les  deux  autres 
plans  des  coordonnées.  Nous  verrons  plus  lard,  avec  tous  les 
détails  nécessaires,  à  quoi  tient  celte  différence  et  nous  traite- 
rons cette  question  non-seulement  pour  les  directions  spé- 
ciales qui  nous  occupent  ici,  mais  pour  toutes  les  autres. 
Nous  nous  bornerons,  quant  à  présent,  à  faire  remarquer  que, 
s'il  existe  à  ce  sujet  une  loi  algébrique  commune,  pour  les 
plans  des  xy  et  des  xz,  c'est  qu'il  y  a  aussi  des  faits  géomé- 
triques communs  à  ces  deux  plans  ;  car,  dans  l'un  et  dans 
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l'autre,  c'est  la  direction  -+-  i  qui  est  le  point  de  départ  dé  la 
supputation  de  toutes  les  directions,  et  en  outre  les  arcs,  tou- 
jours perpendiculaires  à  cette  direction,  y  sont  comptés  à 
partir  de  leur  origine  commune  qui  est  l'extrémité  de  l'axe 
des  X. 
Dans  le  plan  des  xf  au  contraire,  le  point  de  départ  des  arcs 

spéciaux  a  ce  plan  est  distant  de  -  de  leur  origine  commune, 

et  toutes  les  directions  y  sont  comptées  à  partir  de  celle  re- 
présentée par  v^— I  au  lieu  d'être  rapportées  à  la  direction  pri- 
mitive H-  I .  On  conçoit  donc  que  de  telles  diiïérences  dans  les 
faits  géométriques  peuvent  et  doivent  produire  des  modifica- 
tions dans  les  moyens  algébriques  à  mettre  en  œuvre.  Nous 
verrons  plus  tard  comment  toutes  ces  choses  se  lient  les  unes 
aux  autres. 

XVII. 

Jusqu'à  présent  les  arcs  dont  il  a  été  question,  se  trouvant 
situés  dans  les  plans  mêmes  des  coordonnées,  constituent  une 
grande  exception  et  s'appliquent  à  des  catégories  de  direction 
particulières.  Occupons-nous  maintenant  de  ceux  qui  peuvent 
être  propres  à  caractériser  une  direction  quelconque. 

Il  résulte  des  principes  géométriques  du  parallélisme  que 
la  direction  d'une  droite  quelconque  sera  la  même  que  celle 
de  toute  autre  droite  qui  lui  sera  parallèle.  Cette  circonstance 
nous  permet  de  simplifier  nos  recherches  et  de  les  réduire  à 
la  détermination  du  coefficient  directif  des  droites  partant  de 
l'origine,  puisqu'à  une  droite  donnée  on  peut  toujours  mener 
une  parallèle  passant  par  ce  point. 

Cela  posé,  soient  0  {Jig.  i)  l'origine,  Ox  et  Oj  les  axes 
des  X  et  des  /  et  concevons  toujours  une  sphère  ayant  son 
centre  à  l'origine  et  l'unité  pour  rayon.  L'intersection  de  celte 
sphère  par  le  plan  des  xj-  est  représentée  sur  la  figure  par  la 
circonférence  ABC,  et,  comme  précédemment,  c'est  à  partir 
du  point  A,  où  l'axe  des  x  rencontre  la  sphère,  que  seront 
comptés  les  arcs. 

Une  droite  quelconque  parlant  de  l'origine  percera  la  sphère 
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en  question  en  un  certain  point  P.  Par  celte  droite  ei  par  l'axe 
des  X,  faisons  passer  un  plan  qui  coupera  la  sphère  suivant  un 
arc  de  grand  cercle  AP  parlant  de  A,  origine  commune  des 
arcs,  et  aboutissant  au  point  P.  Cet  arc,  dans  son  plan  OPA, 


Fig.  I. 

y 

c 

P         "^N 

A>\^^-^ 

/     ''''*^s^® 

aura  un  sinus  et  un  cosinus,  et,  s'il  était  perpendiculaire  au 

plan  de  base,  nous  savons  qu'en  grandeur  et  en  direction  son 

v^ 

cosinus  serait  cosAP  et  son  sinus  v—i       sinAP.  Mais  son 

obliquité  doit  nécessairement  modifier  ces  conséquences,  et 
nous  nous  proposons  de  rechercher  ce  que  peuvent  être  ces 
modifications.  Dans  ce  but,  nous  allons  lâcher  de  ramener  la 
détermination  de  ces  cosinus  et  sinus  dirigés  à  celle  d'élé- 
ments angulaires  rentrant  dans  la  catégorie  de  ceux  déjà  étu- 
diés, c'est-à-dire  d'arcs,  ou  situés  dans  le  plan  de  base,  ou 
perpendiculaires  à  ce  plan. 

A  cet  effet,  soit  projetée  sur  le  plan  de  base  en  OB  la  droite 
donnée  OP  ;  le  plan  projetant  coupera  la  sphère  suivant  un 
arc  de  grand  cercle  PB  que  nous  désignerons  par  (3  et  que, 
par  rapport  au  plan  de  base,  on  peut  appeler  la  latitude  du 
point  P.  Nommons  ensuite  a  l'arc  AB  ;  cet  arc,  par  rapport  au 
plan  des  xz,  sera  la  longitude  du  point  P. 

Or  c'est  un  fait  géométrique  évident  que,  sur  la  sphère,  en 
partant  du  point  A  et  suivant  le  chemin  curviligne  AP,  on  arri- 
vera au  point  P,  comme  on  y  serait  arrivé  en  suivant  d'abord 
l'arc  AB  et  ensuite  l'arc  perpendiculaire  BP.  Il  ne  résulte  pas 
de  là  que  la  longueur  de  l'arc  AP  est  égale  à  la  somme  des 
longueurs  des  ai'cs  AB  et  BP,  mais  que  celte  longueur  com- 


-  C2  — 

binée  avec  les  inflexions  successives  que  lui  impose  la  Géo- 
métrie est  l'équivalent  de  la  somme  des  longueurs  AB  et  BP 
parcourues  également  en  tenant  compte  des  inflexions  qui 
leur  sont  propres. 

Mais,  d'après  notre  manière  de  compter  les  arcs,  AB  dirigé 
étant  représenté  par  a,  BP  dirigé  doit  l'être  par  [3  \/— i;  d'où 
il  résulte  que,  dans  les  conditions  de  la  situation  géométrique 
faite  à  l'arc  AP,  conditions  que,  pour  éviter  toute  confusion, 
nous  pouvons  résumer  dans  le  symbole  APdirigé,  on  doit  avoir 

A  P  dirigé  =  a  -+-  j3  V  —  '  ; 

il  s'agira  donc  maintenant  de  déterminer,  tant  en  grandeur 
qu'en  direction,  les  cosinus  et  sinus  de  a  +  [3  y/—  i . 

A  cet  effet,  projetons  le  point  P  sur  le  plan  de  base  ;  cette 
projection  tombera  au  point  P'  de  OB;  puis  menons  P'P"  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x,  et  joignons  P  avec  P". 

Comme  il  résulte  de  celte  construction  que  PP"  est  perpen- 
diculaire à  OA,  il  s'ensuit,  d'une  part,  que  OP"  est,  en  gran- 
deur et  en  direction,  le  cosinus  de  PA  ou  de  a  +  |3v/— i; 
d'autre  part,  qu'également  en  grandeur  et  en  direction  PP"  en 
est  le  sinus. 

Il  en  résulte  en  outre  que  la  direction  du  cosinus  est  celle 
même  de  l'axe  des  x  ;  déterminons  sa  longueur.  Or,  d'après 
la  figure,  OP"  étant  la  projection  de  OP',  on  aura 

cos(a  +  j3  v'-i)  =  OP'  cosa. 
D'ailleurs  OP'  étant  le  cosinus  de  j3,  il  viendra  définilivemeni 

cos  (a  H-  [3  sj—i)  =  cosa  cos|3. 

De  là  on  conclura  que,  quant  à  la  grandeur  seulement,  on 
doit  avoir  pour  le  sinus 

sin(o:  +  [3  sj'—i)  =  v^'  —  cos- a  cos- j3, 

ce  qui,  au  surplus,  se  déduirait  du  triangle  OPP"  rectangle  en  P". 

Disons  maintenant  ce  que  sont  les  directions. 

Quant  au  cosinus,  nous  venons  de  constater  que  sa  direc- 
tion est  celle  de  l'axe  des  x;  son  coefficient  direciif  sera  donc 
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±1,  suivant  que  l'arc  a -+-  13^—'  pris,  posilivemeni  ou  néga- 
tivement, sera  plus  petit  ou  plus  grand  qu'un  angle  droit. 

Pour  le  sinus,  les  choses,  sans  se  passer  aussi  simplement, 
ne  présentent  pas  de  difficulté. 

Si  l'on  désigne  par  x  le  coefficient  inconnu  de  la  direction 
du  sinus,  le  chemin  dirigé  P^'P  aura  pour  valeur 

^sin  (a -h  (î  v^— i)     ou     a:  v'i  —  cos'acos'{3; 

or  ce  chemin  doit  être  égal  à  P"P'  dirigé  +  P'P  dirigé  ;  mais, 
parce  que  P"P'  est  perpendiculaire  à  l'axe  des^,  on  aura  suc- 
cessivement 

P'T:  dirigé  =  V -T  P"  P'  =  V ^OP'  cosOP'  V"=  v^^cos (3 sin a. 

D'ailleurs  PP'  dirigé  est  évidemment  égal  à  y/ — i  sin (3; 
on  aura  donc  l'égalité 

x^i  —  cos'acos*(3  =  V  —  I  cos^Ssina  H-  ^ — i       sin [3, 
de  laquelle  on  déduit 

V  —  I  cos[3  sina  H- y' — i        sin  (3 

y/i  —  cos'acos*(3 

Tel  est  le  coefficient  de  direction  de  sin  (a  +  |3\/  — i). 


XVIII. 

Nous  aurions  maintenant  à  faire  usage  des  valeurs  que  nous 
venons  de  déterminer  dans  l'article  précédent  pour  arriver  à 
la  connaissance  de  l'équivalent  algébrique  des  directions  dans 
l'espace  ;  mais,  avant  de  procéder  à  cette  recherche,  il  nous 
paraît  nécessaire  de  présenter  des  observations  sur  deux  con- 
séquences auxquelles  conduisent  ces  valeurs  et  qui,  pour 
n'être  qu'accessoires,  n'en  sont  pas  moins  importantes.  Lors- 
qu'il s'agit  de  théories  nouvelles,  cet  examen  de  certains  dé- 
tails est  d'autant  plus  utile  qu'en  même  temps  qu'il  peut  servir 
à  confirmer  la  vérité  des  principes  et  à  fixer  les  idées  sur  les 
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procédés  à  suivre  pour  en  faire  usage,  il  esi  aussi  Irès-propre 
à  dissiper  les  doutes  et  les  erreurs  qui  ont  pu  s'introduire  sur 
quelques  points  délicats  de  la  Science. 

La  première  observation  que  nous  avons  à  faire  a  pour  ob- 
jet de  constater  que  l'expression  algébrique  ci-dessus  de 

sin  (a  +  j3v/— i)  est  bien  conforme  à  une  des  lois  qui  ré- 
gissent les  directions  dans  le  plan. 

Si  l'on  suppose  pour  un  instant  que  l'on  transporte  l'ori- 
gine au  point  P"  et  si  l'on  considère  le  plan  qui,  passant  par 
P",  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  on  remarquera  que  le 
sinus  de  a  +  (3  y/— i  est  situé  dans  ce  plan  et  que,  par  consé- 
quent, l'expression  de  sa  direction  doit  revêtir  tous  les  carac- 
tères propres  aux  directions  planes.  Or  nous  avons  déjà  con- 
staté que  l'expression  de  toute  direction  qui  est  dans  ce  cas, 
pour  être  rationnelle  et  acceptable,  doit  jouir  de  la  propriété 
que  la  somme  des  carrés  des  grandeurs  ou  des  rapports  de 
grandeurs  qui  y  figurent  est  égale  à  l'unité.  Il  faut  donc  dans 
l'espèce  actuelle  que  la  somme  des  carrés  des  quantités  qui 

multiplient  les  signes  direciifs  v^— i  et  y/— i  soit  égale  à 
I  ;  qu'on  ait  par  conséquent 

sin='(3  ■+■  cos'{3  sin^a  =  i  —  cos'a  cos^p. 

Or  il  est  très-facile  de  se  convaincre  que  c'est  ce  qui  a  lieu  en 
effet,  de  sorte  que  l'expression  ci-dessus  possède  bien  à  cet 
égard  le  caractère  essentiel  d'une  direction. 

Remarquons  en  outre,  toujours  au  point  de  vue  directif, 
que  les  deux  expressions 

cos|3sina  sin(3 


V'i  —  cos'a  cos'(3       v^i  —  cos^acos*[3 

doivent  être  équivalentes,  la  première  au  cosinus  d'un  certain 
angle,  la  seconde  à  son  sinus,  ledit  angle  devant  se  trouver 
dans  le  plan  qui,  passant  par  P",  est  perpendiculaire  à  l'axe. 
En  conséquence,  si  l'on  désigne  par  x  cet  angle  encore  in- 
connu, la  direction  du  sinus  pourra  être  représentée  par 

V'  —  I  cos.r  H- y/ — i       sin  37. 
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Or  ce  type,  ainsi  que  nous  l'avons  établi  à  l'article  XVI,  est 
précisément  celui  des  directions  tracées  dans  le  plan  des  jz, 
puisque,  dans  ce  plan,  tous  les  cosinus  sont  perpendiculaires 
à  l'axe  des  x  et  tous  les  sinus  parallèles  à  celui  des  2.  Il  faut 
donc  que  la  direction  de  sin(a -f- [3  \/— i)  soit  parallèle  au 
plan  des  yz,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  en  effet,  puisque  ce  sinus 
est  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

Tâchons  maintenant  de  déterminer  l'angle  x.  

A  cet  effet,  nous  remarquerons  que,  le  sinus  de  a  +  [3  y' —  i 
étant  parallèle  au  plan  des  jz,  sa  projection  sur  ce  plan  aura 
même  direction  que  lui,  de  telle  sorte  que,  si  0  est  l'angle  que 
fait  celte  projection  avec  l'axe  des  j,  sa  direction  sera 

\j—\  COS0  -f-  \j—\       sin9, 

d'où  il  suit  que  x  est  nécessairement  égal  à  0.  Or  6  est  à  son 
tour  égal  à  l'angle  PP"P'  que  fait  avec  le  plan  de  base  celui 
qui,  passant  par  l'axe  des  x,  contient  la  direction  OP  ;  il  faut 
donc  que  nous  ayons  les  égalités  suivantes  : 

cosôsina 

' r>ncH  . 


cosPP"P'  =  cos0 
sinPP"P'==sin9=: 


v'i  —  cos»acos^;3 
sinS 


V^i  —  cos'acos'fî 

C'est  ce  que  la  figure  ci-dessus  permet  de  vérifier  avec  la 
plus  grande  facilité. 

L'accord  le  plus  parfait  existe  donc  entre  ces  diverses  con- 
sidérations. 

XIX. 

La  seconde  observation  que  nous  avons  à  présentera  pour 
objet  le  redressement  de  quelques  erreurs. 

Les  géomètres,  sans  toutefois  y  être  autorisés  par  des  dé- 
monstrations, agissent  comme  si  les  formules  qui  donnent  les 
sinus  et  cosinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs, 
lorsque  ces  arcs  sont  réels,  continuaient  d'être  applicables  au 
cas  où,  l'un  des  arcs  étant  réel,  l'autre  devient  imaginaire.  Ils 
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écrivent  en  conséquence  {voir  l'ouvrage  cité  de  Navier,  p.  1 16) 

cos(a-f-|3v/— i)  =  cosacos((3v/^^)  —  sina  sin([3  y  — 0» 
sin(a-h  j3v/— i)  =  sina  cos((3  y/— «j  -+-  cosasin(p  V  — 0- 

Or  ces  formules  dans  lesquelles  on  a  cru  pouvoir  faire  figu- 
rer des  arcs  imaginaires,  sans  savoir  ce  que  peuvent  être  de 
pareils  arcs,  ces  formules  dont  de  simples  déductions  analo- 
giques ont  fait  tous  les  frais  de  découverte  ont  le  double  tort 
de  n'être  ni  justifiées  ni  vraies.  Il  résulte  évidemment  des  dé- 
monstrations directes  que  nous  venons  de  donner  que  les  va- 
leurs qu'elles  indiquent  pour  les  sinus  et  cosinus  dea-f-(3v/— i 
doivent  être  remplacées  par  celles  auxquelles  nous  ont  con- 
duit les  considérations  précédentes,  basées  sur  la  véritable 
signification  de  la  forme  imaginaire. 

Mais  il  ne  suffit  pas  de  signaler  une  erreur,  il  est  encore 
très-utile  de  faire  connaître  pourquoi  on  l'a  commise. 

Or  nous  dirons  à  ce  sujet  que  si  les  deux  arcs  sont  réels, 
s'ils  sont  tous  deux  imaginaires  de  la  forme  6^ — i,  les  for- 
mules trigonométriques  ordinaires  de  leur  somme  ou  de  leur 
différence  seront  applicables  ;  mais,  si  l'un  des  arcs  est  réel  et 
l'autre  imaginaire,  il  n'est  plus  possible  qu'il  en  soit  ainsi,  et 
voici  les  motifs  de  celte  distinction. 

Il  faut  remarquer,  en  effet,  que,  lorsqu'on  démontre  les 
formules  ordinaires  qui  donnent  les  valeurs  de  sin(a±(3), 
cos(a=t:j3),  on  part  de  ce  principe,  que  les  arcs  a  et  (3  s'a- 
joutent à  la  suite  l'un  de  l'autre  ou  se  retranchent  sur  une 
même  circonférence.  Les  figures  géométriques  qui  résultent 
de  cette  manière  de  procéder  présentent  alors  des  rapports 
tels  entre  les  diverses  lignes  dont  elles  se  composent,  qu'on 
en  déduit  les  valeurs  connues  de  cos(ad=  (3)  et  de  sin(azt(3). 
Or  que  ces  additions  ou  soustractions  des  deux  arcs  à  la  suite 
l'un  de  l'autre  s'opèrent  dans  le  plan  de  base,  auquel  cas  a 
et  (3  sont  réels,  ou  dans  un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire, 
auquel  cas  a  et  (3  sont  tous  deux  imaginaires,  cela  ne  changera 
absolument  rien  aux  rapports  de  grandeur  dont  nous  venons 
de  parler;  car,  pourvu  que  l'addition  ou  la  soustraction  des  arcs 
s'opère  sur  la  même  circonférence,  quelle  que  soit  la  situation 
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de  son  plan,  les  figures  en  question  resteront  identiques  pour 
toutes  ces  circonférences. 

Mais  si,  au  lieu  d'additionner  les  arcs  en  les  portant  à  la 
suite  l'un  de  l'autre  dans  un  même  plan,  on  les  ajoute  per- 
pendiculairement l'un  à  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'un  est  réelei 
l'autre  imaginaire,  n'est-il  pas  évident  que  les  nouvelles  formes 
géométriques  qu'on  obtiendra  seront  complètement  diffé- 
rentes des  précédentes?  Dans  ce  cas,  des  figures  à  trois  di- 
mensions viennent  se  substituer  à  des  figures  planes,  et  les 
rapports  des  lignes  qui  les  composent  cesseront  d'être  les 
mêmes  que  ceux  des  figures  primitives.  De  là  des  résultats 
distincts  des  premiers  non-seulement  par  la  nature  différente 
des  éléments  qui  y  entreront,  mais  encore  par  la  manière  dont 
ils  seront  appelés  à  y  fonctionner. 

Que  faudra-l-il  donc  faire  dans  ce  cas  pour  connaître  les 
véritables  formules?  Étudier  à  nouveau  les  rapports  des  lignes 
qui  entrent  dans  les  figures  actuelles  et  conclure  les  valeurs 
cherchées  de  ces  nouvelles  études.  C'est  ce  que  nous  venons 
de  faire,  et  l'on  a  vu  que,  quant  aux  grandeurs,  on  parvient 
aux  résultats  suivants  : 

cos(a  +  [Sy/— i)  =  cosaCOSj3, 
sin(a  H-  |3v  — 0  =  V^'  —  cos'a  cos*^. 


XX. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  procéder  à  la  déter- 
mination algébrique  d'une  direction  quelconque  dans  l'es- 
pace. En  effet,  a  et  ^  étant,  conformément  aux  définitions 
précédentes,  les  éléments  angulaires  qui  servent  à  la  détermi- 
nation géométrique  de  cette  direction,  celle-ci  ne  sera  autre 
chose  que  celle  correspondant  à  l'angle  a  -i-  ^  \/—  i .  Or  le  di- 
rectif  du  cosinus  étant  le  même  que  celui  de  l'axe  des  x^  si 
l'on  désigne  par  yj  celui  du  sinus,  la  direction  cherchée  sera 
représentée  par  l'expression 

cos(a  H-  [3  v'— ij  -I-  y)sin(a;  -t-  [3  v'— ')> 
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qui,  si  l'on  y  remplace  cos(a  +  (^y/— i),  sin(a  -i-  j3v/— i)  ei  -n 
par  leurs  valeurs  ci-dessus  déterminées,  devient  finalement 

cosa  cos(3  +  y/— I  cos[3sina  +  y/— I       sin[3. 

Sous  celte  première  forme,  les  trois  termes  réel,  imaginaire 
simple,  imaginaire  composé  sont  apparents  ;  ils  représentent 
en  grandeur  et  en  direction  les  projections  sur  les  axes  de  la 
longueur  unité  prise  sur  la  direction  proposée. 

En  donnant  une  autre  forme  à  l'expression  de  la  direction 
dans  l'espace,  sa  raison  d'être  se  manifeste  pour  ainsi  dire 
d'elle-même.  En  effet,  à  ne  considérer  d'abord  que  le  plan  de 
l'angle  (3  perpendiculaire  à  celui  de  base,  la  direction  serait 

cos[3  +  v'— 1       sin{3; 

mais,  parce  que  cos[3,  qui  est  sur  le  plan  de  base,  s'y  confond 
avec  le  second  côté  de  l'angle  ce,  sa  valeur  dirigée  sera  néces- 
sairement 

cos(3(cosa -+- v^— I  sina), 

et  l'on  devra  par  conséquent,  en  ayant  égard  à  toutes  ces  con- 
ditions, obtenir  l'expression  suivante  de  la  direction  : 

cos(3  (cosa  +  v^ — isina)-f-y/ — i       sin(3, 

qui  est  exactement  la  même  que  la  précédente. 

On  aurait  encore  pu  dire  plus  simplement  que,  si  ^  est  le 
directif  de  cos^,  et  si  vj  est  celui  de  sin(3,  l'expression  de  la 
direction  sera  nécessairement 

^cos[3  -hYî  sin[3. 

Or,  lorsque  j3  est  nul,  la  direction  devient  celle  de  a  sur  le 
plan  des  ^j,  c'est-à-dire  cosa  h-  y — ï  sina,  et,  comme  alors 
l'expression  ci-dessus  se  réduit  à  H,  on  devra  avoir 

I  =  cosa  -+-  y/  —  I  sina. 
D'un  autre  côté,  lorsque  [3  est  égal  à  -»  la  direction  devient 
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celle  de  l'axe  des  z  ou  \/— i  ;  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  l'ex- 
pression ci-dessus  se  réduisant  à  y;,  on  aura 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  que  nous  venons  de  formuler  pour 
l'équivalent  algébrique  de  la  direction. 

Voyons  maintenant  comment  cette  expression  générale  coïn- 
cidera avec  les  expressions  particulières  auxquelles  nous  avons 
été  conduit  pour  les  directions  situées  dans  les  trois  plans  des 
coordonnées. 

Lorsque  l'angle  ^  est  nul,  la  direction  vient  se  placer  sur  le 
plan  des  xy,  par  suite  l'expression  générale  doit  se  réduire  à 
celle  de  la  direction  plane  relative  à  l'angle  a;  c'est  ce  qui  a 
lieu  en  effet,  puisque  alors,  cos[3  étant  égal  à  i  et  sin^  étant 
nul,  il  ne  reste  plus  que 

cosa  -4-  V  — I  sina. 

Si,  au  contraire,  c'est  l'angle  a  qui  est  nul,  on  passe  à  une 
direction  située  dans  le  plan  des  arz,  et  Ton  a,  comme  cela 
doit  être, 

v/=T 

cosp  4-^—1       sin|3. 

Enfin,  si  l'angle  a.  est  égal  à  un  angle  droit,  la  direction 
vient  se  placer  dans  le  plan  des  yz.  Alors,  cosa  étant  nul  et 
sina  étant  égal  à  i,  on  a  pour  son  expression 

v/— I  cos|3  H-  \/— i^     sin^, 

qui  est  en  effet  le  type  de  celles  appartenant  à  ce  plan. 

Toutes  les  coïncidences  voulues  du  particulier  au  général 
sont  donc  confirmées. 

XXI. 

Lorsque,  dans  un  précédent  Ouvrage,  nous  nous  sommes 
occupé  des  directions  planes,  nous  avons  signalé  l'accord  qui 
existe  entre  la  conception  que  nous  nous  faisons  de  la  direc- 
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lion  el  sa  représentation  algébrique.  Comme  un  pareil  accord 
doit  exister  pour  les  directions  dans  l'espace,  il  n'est  pas  inu- 
tile de  reproduire  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  premières, 
en  y  ajoutant  les  extensions  que  la  considération  de  l'espace 
rend  naturellement  nécessaires. 
Voici  comment  nous  nous  sommes  exprimé  : 
«  La  conception  naturelle  que  nous  avons  de  la  direction 
ne  nous  permet  pas  de  comprendre  qu'elle  soit  divisible  ;  il 
nous  est  impossible  de  nous  rendre  compte  de  ce  que  serait 
une  fraction  d'une  direction  donnée.  L'angle  qui  la  détermine 
est  évidemment  susceptible  d'être  divisé  ;  mais  ce  que  nous 
obtenons  alors  par  ces  divisions,  ce  sont  des  directions  nou- 
velles, ce  ne  sont  pas  les  diverses  parties  de  la  première. 
Une  direction  forme  donc  un  tout  unique  et  indéfini  qui  ne 
saurait  être  dépouillé  de  celte  considération  de  l'infini,  ce  qui 
ne  permet  pas  de  pouvoir  en  prendre  une  partie;  du  moment 
où  nous  voudrions  lui  imposer  une  limite,  ce  ne  serait  plus 
la  notion  seule  de  la  direction  que  nous  aurions  dans  l'esprit, 
ce  serait  son  association  avec  celle  de  longueur,  et  c'est  sur- 
celle-ci  que  devrait  s'appliquer  la  conception  du  fractionne- 
ment ;  toute  idée  d'augmentation  ou  de  diminution  est  donc 
antipathique  à  la  raison  ;  on  ne  peut  que  passer  d'une  direc- 
tion à  une  autre,  on  ne  les  fractionne  pas  plus  qu'on  ne  les 
multiplie. 

»  11  résulte  de  là  qu'il  devait  être  impossible  que  la  repré- 
sentation algébrique  de  la  direction  fût  numérique  ;  car,  s'il 
en  avait  été  ainsi,  en  divisant  le  nombre  nous  aurions  divisé 
la  direction,  ce  qui  ne  se  peut  pas.  Aussi,  dans  cette  repré- 
sentation, tout  est  rapport  et  opération  :  cosa  est  un  rapport, 
sina  esl  également  un  rapport,  y'— ï  est  une  opération.  En 
outre,  ces  deux  rapports  sont  nécessairement  liés  l'un  à 
l'autre  ;  enfin  tous  ces  rapports  et  opérations,  pour  une  même 
direction,  sont  invariables  et  conviennent  au  même  titre  à  • 
tous  les  points  en  nombre  infini  qui  appartiennent  à  cette  di- 
rection, ils  ne  changent  que  lorsqu'on  passe  de  l'une  à  l'autre. 
Il  ne  faudrait  pas  cependant  dire  qu'on  peut  concevoir  qu'on 
prend  la  moitié,  le  tiers,  le  quart  de  cosa  et  sina;  cela  n'est 
pas  impossible  sans  doute,  mais  ce  qu'on  aurait  alors  ne  serait 
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plus  une  direction,  car  le  caractère  essentiel  de  la  représen- 
tation de  celle-ci  consiste  en  ce  que  les  deux  parties  réelles 
du  binôme  qui  y  est  employé  doivent  être  les  cosinus  et  sinus 
d'un  même  angle.  Or,  si  cosa  et  sina  jouissent  de  celte  pro- 
priété. ^^  et  ^^  n'en  jouissenl  jamais,  quel  que  soit  m, 
'mm 

puisque  la  somme  de  leurs  carrés  ne  peut  devenir  égale  à  i 
que  lorsque  m  est  égal  lui-même  à  l'unité. 

»  Il  y  a  donc  complet  accord  entre  la  conception  que  nous 
nous  faisons  de  la  direction  et  les  formes  algébriques  qui  la 
représentent:  la  première,  par  le  prolongement  infini  de  la 
direction,  nous  défend  d'admettre  qu'elle  soit  divisible,  et  les 
secondes  à  leur  tour,  lorsque  nous  voulons  y  introduire  la  di- 
vision, perdent  le  privilège  d'être  les  représentants  des  direc- 
tions. » 

Lorsqu'on  généralise  la  question  en  la  reportant  du  plan  à 
l'espace,  des  observations  analogues  doivent  exister.  On  voit 
que,  en  effet,  l'équivalent  algébrique  de  la  direction  ne  con- 
tient que  des  rapports  et  des  opérations,  savoir:  cosa,  sina, 

cos;3,  sin^  d'une  part;  ±i,  ±v/^^,±\/— •  de  l'autre. 
Pour  une  même  direction  ces  rapports  sont  invariables  ;  on 
les  retrouve  les  mêmes,  quel  que  soit  le  point  d'une  direction 
qu'on  voudra  considérer.  Ils  ne  varient  que  lorsque  l'on  passe 
d'une  direction  à  une  autre  ;  mais,  une  fois  le  passage  opéré, 
ils  reprennent  pour  celle-ci  la  même  constance  que  pour  la 
première. 

Il  ne  faudrait  pas  croire  d'ailleurs  que  loul  trinôme  de  la 

forme  A  -i-  B  v  ^^  -^  C  \  ^^^  *  est  susceptible  de  représenter 
une  direction  dans  l'espace,  pas  plus  que  le  binôme  simple 
A  +  B  \^^  ne  peut  être  constamment  l'équivalent  d'une  di- 
rection dans  le  plan.  Nous  avons  vu  que,  de  l'essence  même 
de  cette  dernière,  il  résulte  qu'un  tel  binôme  ne  saurait  la 
représenter  qu'à  la  condition  que  la  somme  des  carrés  de  A 
et  de  B  sera  égale  à  l'unité.  Or,  pour  les  directions  dans  l'es- 
pace, il  existe  une  propriété  distinctive  et  caractéristique  ana- 
logue, sur  laquelle  nous  allons  nous  expliquer. 
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Nous  avons  déjà  fait  remarquer  qu'en  menant  l'expression 
(l'une  direction  sous  la  forme 

cosa  cos(3  +  s/— I  cos[3sina -t- v/~     'sin[3, 

les  trois  termes  réel,  imaginaire  simple  et  imaginaire  com- 
posé représentent  en  grandeur  et  en  direction  les  projections 
sur  les  axes  de  la  longueur  unité  comptée  sur  la  direction 
dont  il  s'agit.  Or  on  sait  que,  si  l'on  considère  ces  trois  pro- 
jections au  seul  point  de  vue  de  leurs  grandeurs,  la  somme 
de  leurs  carrés  est  égale  au  carré  de  la  longueur  projetée.  On 
devra  donc  avoir  dans  le  cas  actuel 

(cosa  cos[3)^  +  (cosj3sina)'+  sin^[3  =  i, 

ce  qui,  en  effet,  se  vérifie  immédiatement. 

Ce  principe  étant  d'ailleurs  général,  on  voit  que  toute  ex- 
pression composée  de  trois  termes,  quoique  ces  termes 
fussent  successivement  affectés  des  signes  d'opération  ±i, 

zh  y/ — I ,  ±  \/ — I  ,  mais  qui  ne  jouirait  pas  de  la  propriété 
ci-dessus  relative  à  la  somme  des  carrés  des  grandeurs  qui  y 
entrent,  ne  saurait  être  l'expression  d'une  direction. 

Cette  propriété  nous  donne  un  moyen  de  reconnaître,  en 
toute  circonstance,  si  la  détermination  de  l'équivalent  algé- 
brique d'une  direction  est  exactement  formulée.  Nous  en  fe- 
rons de  nombreuses  applications  dans  la  suite. 

Le  point  de  doctrine  que  nous  venons  d'établir  est  d'ail- 
leurs tout  à  fait  concordant  avec  l'idée  que  la  direction  forme 
un  tout  indéfini,  non  susceptible  de  division  ;  car,  si  l'on  vou- 
lait introduire  cette  opération  dans  l'expression  d'une  direc- 
tion, elle  deviendrait 

cosacosS         , cosSsina        / v~sin(3 

mm  m 

et,  comme  alors  la  somme  des  carrés  des  trois  grandeurs  qui 
y  figurent  cesserait  d'être  égale  à  l'unité,  cette  expression  de- 
viendrait par  ce  fait  impropre  à  être  l'équivalent  algébrique 
d'une  direction. 
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— I 


servations,  que  tout  trinôme  de  la  formeA  +  By^ — i  +Cv/—  i 
peut  être  considéré  comme  une  longueur  dirigée,  c'est-à-dire 
comme  une  association  de  l'élément  continu  avec  l'élément 
directif,  éléments  qu'il  sera  toujours  possible  de  séparer  l'un 
de  l'autre. 

Si,  en  effet,  nous  désignons  par  p  la  somme  des  carrés 
A'-i-  B'+C',  le  trinôme  dont  il  s'agit  pourra  s'écrire 

,-/  A         B     , C    , v^\ 

\\!p     \p  sp  ) 

Or  en  cet  état  le  trinôme  compris  entre  parenthèses,  jouis- 
sant de  la  propriété  que  la  somme  des  carrés  des  grandeurs 
qui  y  figurent  est  égale  à  l'unité,  constitue  l'élément  directif, 
tandis  que  \lp  est  le  représentant  de  l'élément  continu,  c'est- 
à-dire  de  la  longueur. 

D'ailleurs,  si,  dans  l'élément  directif,  on  veut  connaître  en 
particulier  la  latitude  (3  et  la  longitude  a  de  la  direction  qu'il 
représente,  on  aura 

o        A  _    .  B         .    _        C 

cosacosp  =  -^5     cospsina^-p>     sm(3  =  --r- 

sp  yjp  slp 

La  dernière  donne  directement  la  valeur  du  sinus  de  la  la- 
titude et  l'on  en  déduit 


;(3=y/.'^ 


O 

cosf 

p 


Substituant  celte  valeur  dans  les  deux  autres  conditions, 

elles  donnent 

A  .  B 

coso?  =1  -,     sma  = 

•    s/p-o  ^p-o 

On  remarquera  que  la  détermination  de  a  peut  aussi  se 
faire  directement  et  très-simplement  par  la  tangente,  puis- 

B 

qu  on  a  tanga^:  — • 

iV 

Si,  par  exemple,  on  donnaitle  trinôme  î-t-2v  —  i  -t-3v'— t  ^    , 
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on  aurait 

/?  =:  1  +  4  +  9  =  l4' 

On  verrait  immédiatement  que  tanga=:2,  ce  qui  corres- 
pond à  un  angle  d'environ  63° 3o',  et  que  sin[3  a  pour  valeur 

3 
—z=.i  soit  o,8o2,  qui  appartient  à  un  angle  de  SS^so'  environ. 
V'4 

En  conséquence  le  trinôme  en  question  représente  une 

longueur  dirigée  dont  l'élément  continu  a  pour  valeur  \/i^ 
ou  3,74i ,  et  dont  l'élément  directif  est  déterminé  par  une  la- 
titude de  53" 2o'  et  par  une  longitude  de  63° 3o'. 

11  n'est  pas  in  utile  de  faire  remarquer  que,  A-;B,C  étant  les  pro- 
jections sur  les  axes  de  la  longueur  \/p,  les  trois  expressions 

ABC 

—-y  --=>  -^  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction 
\/p    sjp    sjp 

donnée  avec  ces  axes  ;  on  conclut  de  là  que,  dans  le  cas  par- 
ticulier dont  nous  venons  de  nous  occuper,  ces  cosinus  ont 
pour  valeurs  successives  0,2673;  o,5346;  0,8019,  lesquelles 
correspondent  à  très-peu  près  aux  angles  74°3o' ;  57°3o'; 
36" 40'.  On  vérifiera  d'ailleurs  que  la  somme  des  carrés  de  ces 
cosinus  est  en  effet  égale  à  l'unité. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  considérations. 
L'essentiel  était  d'établir  les  principes;  chacun  sera  ensuite 
en  mesure  d'en  pratiquer  facilement  les  applications  auto- 
risées. 

'  XXII. 

Nous  avons  du,  au  début  de  ce  travail,  nous  occuper  de 
rechercher  les  liaisons  algébriques  qui  rattachent  les  unes 
aux  autres  trois  droites  perpendiculaires  entre  elles.  Cette 
détermination  était  la  base  essentielle  sur  laquelle  devaient 
nécessairement  s'appuyer  nos  éludes  ultérieures.  Maintenant 
que  nous  sommes  en  possession  de  l'équivalent  algébrique 
d'une  direction  quelconque,  noué  pouvons  donner  une  plus 
grande  extension  au  problème  important  de  la  perpendicula- 
rité  et  l'envisager  à  un  point  de  vue  général  qui  aura  pour 
objet,  une  direction  étant  arbitrairement  donnée,  de  lui  me- 
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ner  une  perpendiculaire  et  de  savoir  comment  l'élément 
direclif  de  celle-ci  se  déduira  de  celui  de  la  direction  pro- 
posée. 

Mais  une  première  observation  se  présente  à  ce  sujet.  Ce 
n'est  pas  un  problème  déterminé  que  celui  qui  consiste  à  me- 
ner une  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  dans  l'espace. 
On  sait,  en  effet,  que  toute  droite  tracée  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  première  jouira  de  la  propriété  énoncée.  Or 
nous  ne  savons  encore  rien  des  plans  et  de  leurs  éléments 
directifs,  et  nous  devons,  par  conséquent,  ajourner  ce  que 
nous  avons  à  dire  sur  la  question  envisagée  à  ce  point  de  vue. 
Nous  simplifierons  donc  nos  recherches  actuelles  en  suppo- 
sant que  la  direction  donnée  est  située  dans  un  certain  plan, 
et  que  c'est  pour  ce  même  plan  que  nous  voulons  procéder  à 
la  recherche  de  la  perpendiculaire. 

Pour  aller  du  simple  au  composé,  nous  examinerons  d'a- 
bord le  cas  où  ce  plan  est  successivement  celui  des  xy^  des 
xz  et  des  yz. 

La  propriété  géométrique  de  la  perpendicularité,  envisagée 
comme  ne  devant  pas  sortir  d'un  même  plan,  consiste  en  ce 
que  sa  direction  est  celle  qui  correspond  à  l'angle  qu'on  ob- 
tient lorsqu'on  ajoute  dans  ce  plan  un  angle  droit  à  celui  de 
la  direction  primitive. 

Si  donc  a.  est  l'angle  primitif,  a-\ —  sera  celui  de  la  direc- 
tion cherchée  ;  mais  il  a  été  établi  que,  pour  le  plan  des  xy^ 
l'élément  directif  répondant  à  la  somme  de  deux  angles  s'ob- 
tient en  faisant  le  produit  des  éléments  directifs  de  chaque 
angle  considéré  isolément.   Ici   l'un   de  ces   éléments    est 

cosa  -\-  V  —  I  sma,  i  autre  est  cos  -+  y  —  *  sin  -  qui  se  réduit 

2  2 

à  v^— I  ;  d'où  l'on  voit  qu'on  peut  poser  pour  règle  que  dans 
ce  plan  on  passe  d'une  direction  à  sa  perpendiculaire  en  mul- 
tipliant son  équivalent  algébrique  par  v^ — i.  Ce  résultat  est 
d'ailleurs  conforme  au  principe  établi,  que,  dans  ce  plan,  l'opé- 
ration algébrique  V — i  est  le  représentant  de  l'opération  géo- 
métrique qui  consiste  à  faire  un  angle  droit. 
Passons  au  plan  des  xz.  Nous  avons  vu  que  les  directions  y 
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sont  représentées  par  cosoc  -t-  y/— T     '  sina;  dès  lors  l'élément 
directif  de  la  perpendiculaire  sera 

cos  (  a -f- -  I  4- y/— I       sinlaH--]. 

Or  nous  avons  constaté,  à  l'article  XVI,  que  pour  ce  plan, 
comme  pour  le  précédent,  l'élément  directif  répondant  à  la 
somme  de  deux  angles  s'obtient  en  faisant  le  produit  des  élé- 
ments  direclifs  de  chacun  de  ces  angles  considérés  isolé- 

ment.  Ici  l'un  des  éléments  est  cos  a  +  y/ —  i       sin  a,  et  l'autre 

cos  — h  s/ — I       sin  -5  qui  se  réduit  à  J — i       .  On  voit  donc 

2  2 

qu'on  est  autorisé  à  dire  qu'on  passe,  dans  ce  plan,  d'une  di- 
rection à  sa  perpendiculaire,  en  multipliant  son  équivalent 

algébrique  par  y/ — i       .  On  remarquera  encore  que  ce  résul- 


tat est  tout  à  fait  conforme  au  principe  établi  que,  dans  ce 

plan,  l'opération  algébrique  y  —  i        est  le  représentant  de 
l'opération  géométrique  qui  consiste  à  faire  un  angle  droit. 

Occupons-nous  enfin  du  plan  des  jz.  11  a  été  constaté  à  l'ar- 
ticle XVI  que,  dans  ce  plan,  l'expression  des  directions  est 

y/— 1  cosa  -f-  y/— 1       sina,  quel  que  soit  oc.  Or,  lorsqu'on  veut 

passer  à  la  perpendiculaire,  cet  angle  devenant  a  -\ — »  on 

aura  pour  l'équivalent  algébrique  de  celte  perpendiculaire 

v/— I  cosfa  +  -  )  +  V^— I       sin(a-l--j' 

Mais,  dans  le  cas  actuel,  il  n'est  plus  possible  de  faire  usage 
du  principe  que  l'élément  directif  de  la  somme  de  deux  angles 
est  égal  au  produit  des  éléments  directifs  de  chaque  angle 
considéré  isolément,  puisque  nous  avons  établi  que,  pour  le 
plan  des  yz,  ce  principe  n'existe  pas.  11  faut  donc  déduire  la 
valeur  cherchée  de  l'expression  ci-dessus,  en  y  remplaçant 

directement  cos  (  a  -f-  -  |  par  —  sina,  et  sin  (a  +  -  j  par  cosa; 


2 
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on  oblienl  ainsi,  pour  le  direciif  de  la  perpendic.ularilé  dans 
ce  plan,  l'expression 

—  V  —  isina-f-v  — I        cosa. 

Nous  avons  lacilement  supposé  dans  ce  qui  précède  que 
l'angle  a  est  aigu  ;  mais  on  vérifiera  facilement  que  les  règles 
ci-dessus  sont  applicables,  quel  que  soit  le  cadran  qui,  dans 
chaque  cas,  contiendra  la  direction  primitive. 

On  voit  donc  que,  pour  les  deux  premiers  plans  des  coor- 
données, c'est  à  l'aide  d'une  opération  algébrique  fort  simple 
qu'on  passe  d'une  direction  à  sa  perpendiculaire.  Cette  opé- 
ration consiste  à  multiplier  l'expression  de  cette  direction  par 

, v^ 

le  directif  V— I  clans  le  premier  cas,  par  le  direciif  y/— i 

dans  le  second.  Pour  le  plan  des  yzy  un  procédé  analogue 
n'existe  pas  ;  il  n'y  a  pas  de  facteur  qui,  multipliant  le  direciif 

donné  v^— i  cosa  -f-  y--'       sina,  puisse  donner  pour  produit 

—  \j—\  sina  -f- V  — I  ^  cosa,  ou  du  moins  il  n'y  a  pas  de  fac- 
teur exprimant  une  direction  appartenant  à  ce  plan  qui  jouisse 
de  celle  propriété.  Ainsi,  même  avant  d'aborder  le  cas  géné- 
ral et  sans  sortir  des  spécialités,  l'analogie  avec  les  deux  pre- 
miers cas  cesse  d'exister,  nouvelle  preuve  de  la  nécessité 
qu'il  y  a  en  Algèbre  de  se  tenir  toujours  en  méfiance  contre 
ce  qui  n'est  qu'induction. 

Mais,  si  la  voie  de  la  multiplication,  telle  que  nous  l'avons  dé- 
finie et  appliquée  pour  les  deux  plans  des  xy  et  des  xz^  nous 
fait  défaut  pour  celui  des  r^,  on  peut  se  demander  si  une  autre 
opération  algébrique,  différente  de  la  multiplication  et  pra- 
tiquée comme  elle  sur  y^ —  i  cosa  H-  y  —  i  sina  ne  serait  pas 
susceptible  de  produire  l'équivalent  de  la  perpendicularilé 
dans  ce  plan.  C'est  une  question  qu'il  serait  prématuré  de  cher- 
cher à  traiter  en  ce  moment.  Nous  nous  bornons  à  en  consi- 
gner ici  l'énoncé,  et  nous  y  reviendrons  lorsque  les  études 
que  nous  allons  poursuivre  auront  augmenté  le  contingenl 
de  nos  connaissances.' 


78  - 


XXIIl. 

Envisageons  maintenant  la  perpendicularité  à  un  point  de 
vue  plus  général.  A  cet  effet,  une  direction  quelconque  étant 
donnée,  nous  la  concevrons  située  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  celui  des  xy  que  nous  continuons  de  considérer  comme 
notre  plan  de  base.  L'intersection  de  ces  deux  plans  repré- 
sentera sur  ce  dernier  la  direction  répondant  à  la  longitude  a, 
et  la  droite  donnée  fera,  dans  le  plan  vertical  qui  la  contient, 
avec  l'intersection  l'angle  [3  que  nous  avons  appelé  la  latitude. 

Or  le  caractère  géométrique  auquel  on  reconnaîtra  que, 
dans  ce  plan,  une  droite  est  perpendiculaire  à  la  proposée, 
consistera  en  ce  que  cette  droite  est  angulairement  distante 
de  la  première  de  90  degrés  ;  elle  aura  donc  même  longitude 

qu'elle,  et,  quant  à  sa  latitude,  elle  sera  égale  à  |3  h Ces 

deux  éléments  étant  ainsi  déterminés,  la  direction  de  la  per- 
pendiculaire sera  algébriquement  représentée  par 


2 


cos  ([3  -f-  -  j  (cosa  +  v'— I  sina)  +  y/— i       sin  ([3 

Mais  cos  I  [3  H —  |  est  égal  à  —  sin  [3  et  sin  (  [3  H —  j  a  pour 

valeur  cos[3;  dès  lors  l'expression  de  la  perpendiculaire  de- 
vient 

—  sin[3(cosa  +  y/— I  sina)  +  y'— r        cosj3. 

Cela  revient,  comme  on  voit,  à  remplacer  dans  la  direction 
primitive  le  cosinus  de  la  latitude  par  son  sinus  pris  négati- 
vement, et  à  substituer  au  sinus  de  cette  même  latitude  son 
cosinus.  Ce  nouvel  énoncé  n'est  autre  chose  que  la  traduction 
autorisée  de  la  règle  générale  ci-dessus  énoncée,  en  vertu  de 
laquelle,  pour  avoir  la  perpendiculaire,  il  faut,  sans  changer 

la  longitude,  augmenter  la  latitude  de  -• 

Ce  procédé,  déduit  de  ce  qui  concerne  l'expression  d'une 
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direction  quelconque,  est  nécessairement  général.  On  vérifiera 
sans  peine,  en  ce  qui  concerne  les  deux  plans  verticaux  des 
xz  et  des  yz,  qu'il  conduit  à  des  conséquences  identiques  à 
celles  que  nous  avons  constatées  dans  l'article  précédent. 
Nous  n'avons  donc  rien  à  ajouter  à  ce  sujet  au  point  de  vue 
des  résultais  obtenus;  mais,  au  point  de  vue  de  l'esprit  des 
méthodes,  il  y  a  une  observation  intéressante  à  faire  touchant 
le  plan  des  xz. 

Nous  avons  vu  que,  dans  ce  plan,  et  par  exception,  le  di- 
rectif  de  la  perpendiculaire  s'obtient  à  l'aide  de  la  multiplica- 
tion du  directif  proposé  par  le  facteur  V— '^  •  Si  l'on  exa- 
mine en  détail  les  effets  de  cette  multiplication  sur  le  binôme 

cosp  +  y/—!  sin^,  on  voit  que,  dans  ce  qu'ils  ont  d'appa- 
rent et  d'immédiat,  ces  effets  peuvent  s'exprimer  en  disant 

que  le  coefficient  y— i  change  de  place.  La  multiplication, 
en  effet,  le  transporte  du  sinus,  auquel  il  était  primitivement 
associé,  au  cosinus,  et  il  en  est  de  même  du  coefficient  -\-\ 
du  premier  terme,  lequel  passe  à  son  tour  au  second,  mais  en 
changeant  son  signe,  qui  de  positif  devient  négatif.  Telle  est 
bien  la  conséquence  de  la  multiplication  du  binôme  ci-dessus 

par  V— I  ;  mais  il  importe  de  remarquer  qu'une  telle  ma- 
nière d'envisager  les  choses  n'est  acceptable  que  pour  la  spé- 
cialité qui  nous  occupe,  qu'elle  n'est  pas  la  conséquence 
naturelle  du  procédé  général,  et  que,  si  en  fait  elle  lui  est 
équivalente  quant  au  résultat,  elle  en  diffère  essentiellement 
quant  à  la  conception  des  moyens  propres  à  ce  procédé;  elle 
s'en  écarte  à  ce  point  que,  loin  d'en  indiquer  la  nature,  elle 
la  dissimule  sous  des  formes  qui  lui  sont  tout  à  fait  étran- 
gères. 

En  effet,  la  direction  cos^â  +  V— i^  'sin;3  étant  donnée 
dans  le  plan  des  xz,  l'esprit  de  la  méthode  géométrique  et 
générale  pour  obtenir  la  perpendicularité  est  de  substituer 
(5  -+-  -  à  l'angle  'p,  ce  qui  donne 


cos 


(?-î)-v-'"'-(3+;)' 
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Or  on  voit  que,   sous  celle  forme,  les  coefficients  i  et 

y/— I  ne  changent  pas  de  place;  ils  restent  ciiacun  à  celle 
qui  leur  a  été  primitivement  assignée  :  ils  s'appliquent  tou- 
jours l'un  à  un  cosinus,  l'autre  à  un  sinus.  Ce  sont  ces  der- 

niers au  contraire  qui,parlefait  du  changement  de  (3  en  [3  +  -5 

prennent,  quant  aux  grandeurs,  la  valeur  l'un  de  l'autre,  mais 
sans  quitter  leurs  positions. 

Tel  est  le  vrai  sens  sous  lequel  il  faut  envisager  ce  qui  se 
passe  ici.  Nous  avons  tenu  à  faire  cette  observation,  parce  que, 
après  avoir  remarqué  qu'il  y  a  pour  le  plan  des  xz  un  coeffi- 
cient constant  de  perpendicularité,  on  aurait  pu,  par  analogie, 
être  conduit  à  penser  qu'il  pourrait  bien  y  en  avoir  aussi  un 
pour  le  cas  général,  et  que  la  recherche  de  celui-ci,  au  cas 
où  l'on  voudrait  l'entreprendre,  devrait  être  poursuivie  dans 
le  sens  d'une  assimilation  avec  les  effets  remarqués  dans  le 
plan  des  xz. 

On  voit  tout  ce  qu'il  y  aurait  d'illusoire  dans  une  telle  con- 
ception analogique,  et  il  importait  de  restituer  aux  règles  à 
l'aide  desquelles  on  passe  d'une  direction  à  sa  perpendiculaire 
le  véritable  caractère  que  leur  impriment  les  considérations 
géométriques  dont  elles  sont  la  conséquence  directe.  Ce  n'est 
pas  en  dehors  de  l'esprit  de  ces  règles  qu'il  faut  courir  à  la 
recherche  de  procédés  algébriques  qui  leur  seraient  équiva- 
lents. Agir  autrement  ce  serait  se  priver  des  moyens  de  dé- 
couvrir les  véritables  concordances  qui  peuvent  exister  entre 
la  science  du  calcul  et  celle  de  l'étendue. 

Quant  à  savoir  si,  en  effet,  il  existe  des  procédés  algé- 
briques équivalant  à  l'opération  par  laquelle  en   Géométrie 

on  substitue  [3  -!-  -à  l'angle  [3,  nous  avons  établi  depuis  long- 
temps que,  dans  le  plan  des  xy,  la  multiplication  par  y/— i 
produit  le  même  efîet  que  cette  substitution;  nous  venons 
de  voir  que,  dans  celui  des  xz,  il  en  est  de  même  de  la  mul- 
tiplication par  y/— I  .  Enfin  nous  parlerons  bientôt  d'une 
propriété  analogue  pourle  plan  des 72,  mais  qui  consiste  à  em- 
ployer l'élévation  à  la  puissance  V  — •  >  au  lieu  de  la  multipli- 
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calion.  En  dehors  de  ces  cas  spéciaux  nous  ne  pouvons  que 
déclarer  notre  insuffisance. 

XXIV. 

Les  idées  étant  ainsi  bien  fixées  sur  la  manière  dont  il  faut 
entendre  et  résoudre  le  problème  généra!  de  la  perpendicula- 
rilé,  nous, nous  trouvons  en  mesure  de  nous  expliquer,  en  ce 
qui  concerne  les  directions  dans  l'espace,  sur  leur  représenta- 
tion, non  plus  au  moyen  de  lignes  droites,  mais  au  moyen 
d'arcs  dirigés.  Disons  d'abord  quelques  mots  sur  la  manière 
dont  la  question  doit  être  comprise. 

Si,  sur  notre  sphère  de  rayon  unité  [voir  la  figure  de  la 
page  6i),  nous  prenons  un  point  quelconque  P  et  que  nous  le 
joignions  avec  l'origine  0,  nous  déterminerons  une  direction 
dont,  a  et  (3  étant  la  longitude  et  la  latitude,  l'expression  algé- 
brique sera 

cos^(cosa  H- y  — i  sina)  H- v/— I        sin^. 

Or  il  est  bien  certain  qu'en  partant  de  l'origine  on  peut  éga- 
lement arriver  au  point  P  en  suivant  d'abord  le  chemin  recti- 
ligne  I  sur  l'axe  des  x,  puis  le  chemin  circulaire  «  sur  la 
sphère  et  dans  le  plan  des  xy;  puis  enfin  le  chemin  circulaire 
P^— I  sur  le  méridien  passant  par  P. 

On  ne  pourrait  cependant  pas  dire  que  la  direction  de  OP 

est  égale  à  i  -+-  a  -h  13  v  —  i .  parce  que,  au  point  de  vue  algé- 
brique, a  et  j3  ne  représentent  que  des  grandeurs,  tandis  que, 
au  point  de  vue  géométrique,  au  moyen  duquel  a  et  (3  nous 
conduisent  au  point  P,  il  y  a  à  la  fois,  dans  l'une  et  dans  l'autre 
de  ces  quantités,  considération  de  grandeur  et  considération 
de  direction.  Il  n'y  aurait  donc  pas  équivalence  entre  ces  deux 
ordres  d'aperçus  ;  mais,  si  nous  tenons  compte  de  la  propriété 
complexe  que  possède  tout  arc  d'être  une  longueur  soumise 
à  certaines  inflexions,  d'exprimer,  par  conséquent,  une  suite 
d'éléments  continus  ayant  chacun  sa  direction,  nous  serons  au- 
torisé à  dire  que  l'expression  i  -f-  x  dirigé  -f-  (3  v — i  dirigé  sera 
le  représentant  de  la  direction  OP,  et  nous  allons  voir  qu'en 
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elfel,  en  nous  rendant  compte  de  ce  que  peuvent  être  en  Al- 
gèbre les  arcs  a  et  (3v  — i  dirigés,  nous  retomberons  sur  la 
précédente  valeur  de  la  direction. 

El  d'abord,  nous  avons  constaté,  en  nous  occupant  des  di- 
rections planes,  qu'on  a 

I  +  a  dirigé  =  cos  a  -f-  y  —  i  sin  a  ; 
il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  voir  si  l'on  aura  aussi 
OP  dirigé  =  cosa  -f-  y/—  i  sin  a  -+-  [3  y/—  i  dirigé. 

Il  faut  concevoir  que,  dans  son  méridien,  l'arc  Pv'^— ï  se 
compose  d'une  succession  d'éléments  linéaires  qui  changent 
à  tout  instant  de  direction.  Ce  sont  ces  divers  éléments  dirigés 
qui,  ajoutés  depuis  le  plan  des  ^/"jusqu'à  l'extrémité  de  (Sy/— i, 
représenteront  ce  que  nous  appelons  [3^/  —  i  dirigé. 

Cela  posé,  lorsque,  dans  le  mouvement  de  progression  que 
nous  concevons  sur  l'arc  [Sy/— i  à  partir  du  plan  des  xf,  nous 
aurons  parcouru  un  arc  quelconque  x,  l'élément  linéaire  du 
très-petit  arc  suivant  étant  représenté  par  dx,  sa  direction 
sera  celle  de  la  tangente  à  la  circonférence  méridienne  à  l'ex- 
trémité de  X  ;  c'est-à-dire  une  direction  perpendiculaire  au 
rayon  qui  aboutit  à  cette  extrémité. 

En  conséquence,  d'après  ce  qui  vient  d'être  expliqué  dans 
l'article  précédent,  cette  direction  sera  représentée  par 

cos  ia:-\-~\  (cosa  -+-  y/— i  sina)  -f-  y/— i       sin  (x  -j-  -  |  • 

L'élément  dirigé  aura  donc  pour  valeur  le  produit  de  cette 
expression  par  dx,  et  la  somme  de  tous  ces  éléments,  depuis 
X  =  o  jusqu'à  x  =  ^,  sera  [3  v^—  i  dirigé. 

Nous  pourrons  donc  écrire  que  la  direction  cherchée  de  OP 
est  égale  à 

cosaH-y^— 1  sina-l-  /        cosf  :c+ -|  (cosa -H  y''— i  sina) 

H-y'—i     '  sin  (  ^ -t- -  j  u/^, 
le  signe   l      indiquant  la  sommation  de  zéro  a  p. 
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Dans  celle  expression,  a  élant  conslani,  on  aura  pour  la 
première  parlie  de  celle  somme 

(cosaH- V  — '  sina)    /     cos  ix  -^  -^\  f/x, 
el  pour  la  seconde 

y  — I      '   1     s'inix  -h  ~\  dx. 

Procédant  à  l'intégration  et  ajoutant,  on  trouve 
fcosa  +  v— I  sina)    sin  ([3  +  -  J  —  sin  - 

-  v/=r7^-'  l^cos  (^;3  +  ^  j  -  cos  ^  J  ; 
mais  on  a,  d'une  part, 

sinf(3  +  -  j  =  cos3,     cos  (  [i-f- -  j=  —  sin^; 

on  a,  d'autre  part 


sin  -  =^  I,      cos  -  =^  o. 


Substituant,  il  viendra,  pour  le  chemin  dirigé  |3  v  —  » , 

COs(3(cosa  4-v'— isina)  — (cosa  -f-\/-  isinaj  H-  ^ — i       sin;3. 

Mettant  donc  dans  l'expression  de  la  direction  OP  celle 
valeur  de  (3  y/ — i  dirigé,  et  remarquant  que  les  deux  termes  de 
signe  contraire  cos  a  +  y'  —  i  sina  se  détruisent,  on  trouve 
définitivement  pour  la  direction  cherchée 

(  ^         ^  —  v'— ' 

cosa -4- y/— I  sinaj  H- V  — I       sin  [3, 

ainsi  que  nous  l'avons  précédemment  constaté. 

La  concordance  de  ces  résultats  obtenus  par  des  njoyens  si 
différents  ne  peut  que  contribuer  à  confirmer  la  vérité  des 
principes  sur  lesquels  nous  nous  sommes  appuyé  ;  elle  est  en 

6. 
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même  temps  très-propre  à  donner  une  idée  des  ressources 
que  i'Algèbre  peu»  offrir  dans  les  investigations  géométriques. 
Nous  ajouterons,  mais  à  titre  d'indication  générale  seule- 
ment, que,  de  son  côté,  la  Géométrie  pourra  très-grandement 
venir  en  aide  à  l'Algèbre  dans  certaines  circonstances.  L'es- 
pèce actuelle,  par  exemple,  nous  offre  des  expressions  dans 
lesquelles  les  intégrales  définies  relatives  au  cercle  sont  com- 
binées avec  des  équivalents  de  direction.  Or  des  combinai- 
sons analogues  existeront  pour  toutes  les  courbes,  soit  planes, 
soit  à  double  courbure;  on  entrevoit  ainsi  la  possibilité  d'uti- 
liser cet  ordre  de  considérations  pour  la  détermination  d'un 
grand  nombre  d'intégrales  définies;  mais  nous  ne  saurions  en 
ce  moment  faire  autre  chose  qu'indiquer  ce  sujet.  Les  nom- 
breux développements  dont  il  est  susceptible  nous  écarte- 
raient trop  de  la  question  principale  qui  doit  ici  plus  spécia- 
lement nous  occuper. 

XXV. 

Les  recherches  dont  nous  venons  de  présenter  l'exposé  et 
les  constatations  diverses  qui  en  ont  été  la  conséquence  nous 
permettent  de  préciser  et  d'étendre  les  idées  qu'il  faut  atta- 
cher à  l'une  des  plus  curieuses  et  des  plus  importantes  for- 
mules d'Algèbre,  celle  connue  sous  la  dénomination  de  for- 
mule de  Moivre. 

On  sait  que  le  théorème  dont  elle  est  la  représentation 
consiste  en  ce  que  l'élévation  à  la  puissance  m  du  binôme 
Imaginaire  cosa  -t- y' — isina  s'obtient  en  multipliant  par  m 
l'angle  a.  et  que  par  conséquent  on  peut  écrire 

(cosa  +  v' — •  sinaj^r^  cosma  -+-  \  —  i  sin ma. 

Les  divers  principes  que  nous  avons  établis  pour  les  direc- 
tions planes  rendent  fort  simple  la  conception  de  cette  vérité 
et  sont  en  outre  très-propres  à  nous  diriger  dans  l'inlerpréta- 
lion  qu'on  en  doit  faire  pour  les  divers  cas  dans  lesquels  m 
peut  se  trouver.  Il  est  d'autant  plus  important  d'entrer  en  dis- 
cussion sur  ce  sujet  que  les  raisonnements  qui  s'y  rattachent, 
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lels  qu'ils  sont  ordinairemeni  présentés  par  les  auteurs,  prêtent 
à  la  critique  et  sont  de  nature  à  donner  des  idées  erronées 
sur  le  sens  qu'il  faut  attribuer,  soit  aux  quantités,  soit  aux 
opérations  qui  figurent  dans  la  formule. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  signification  du  binôme 
cosa  +  v^— I  sina  a  été  complètement  inconnue  à  Moivre  et 
à  ses  successeurs,  que  par  conséquent  jusqu'à  ce  jour  on  n'a 
eu  que  la  seule  ressource  des  combinaisons  analytiques  pour 
s'éclairer  sur  les  conséquences  des  diverses  hypothèses  qu'on 
a  pu  faire  touchant  les  valeurs  de  m.  Or  ce  moyen  est  d'autant 
plus  dangereux  que,  ne  possédant  pas  l'intelligence  de  ce  que 
représente  un  binôme  de  la  forme  cosa  +  sj —  i  sina,  on  a  été 
privé  de  tout  contrôle  dans  l'usage  qu'on  a  fait  de  ces  combi- 
naisons analytiques,  et  que,  par  suite,  moins  on  a  compris, 
plus  on  a  été  entraîné  à  procéder  par  voie  d'induction  et 
d'analogie. 

Aujourd'hui  on  est  en  mesure  d'éviter  cet  écueil.  Sachant, 
en  effet,  que  le  binôme  cosa  h-  v' — i  sina  est  le  représentant 
algébrique  de  la  direction  correspondant  à  l'angle  a,  sachant  en 
outre  que  c'est  en  multipliant  entre  eux  les  directifs  de  plu- 
sieurs angles  qu'on  obiientledirectif  de  la  somme  de  ces  angles, 
nous  pourrons  dire  tout  de  suite  que  (cosa  +  y  — i  sina j'" 
représente  la  direction  à  laquelle  on  parvient  après  avoir 
ajouté  m  fois  l'arc  a,  el  que  par  suite  cette  expression  est  né- 
cessairement égale  à  cosma  -h  sj — i  sinma. 

On  voit,  d'après  cela,  que  la  formule  de  Moivre  est  la  traduc- 
tion en  Algèbre  d'un  fait  géométrique  des  plus  simples,  et  ce 
rapprochement  vient  mettre  entre  nos  mains  un  moyen  de 
contrôle  des  plus  précieux. 

Tant  que  m  est  réel,  entier  et  positif,  l'application  de  la 
formule  ne  présente  aucune  difficulté.  Dans  ce  cas,  la  valeur 
de  (cosa  +  v^— I  sina)"  est  unique. 

Mais,  si  l'on  suppose  que  m,  tout  en  restant  réel  et  positif, 

devient  fractionnaire  de  la  forme  — ?  la  question  ne  se  présente 

plus  avec  la  même  simplicité. 

On  remarquera  d'abord  que,  dans  ce  cas,  il  suffira  de  savoir 
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I 

ce  qu'est  (cosa  h-  \/—\  sina)^,  pour  être  édifié  sur  ce  qu'il 

faut  penser  de  l'élévalion  à  la  puissance  -•  Admeilons,  en 

effet,  qu'il  soit  élabli  que  cette  expression  est  celle  d'une  di- 
rection correspondant  par  exemple  à  l'angle  6,  on  aura  donc 

(cosa  -I-  y  — I  sina/'  :=  cosô  H-  s/ —  i  s'inO. 

Elevant  alors  à  la  puissance  entière  p,  on  arrivera  à  cette 
conclusion  que  la  puissance  -  de  cosa  -f-  \/—>  sina  est  égale 
à  cos p 6 -+- \j' —  i  sinpQ.  Si,  au  contraire,  il  était  établi  que 


(cosa  ■+-  \/ — I  sina)'^  n'est  pas  une  direction,  la  question  res- 
terait incertaine,  et  il  faudrait  chercher  à  la  résoudre  par 
d'autres  moyens. 

Or  il  est  très-facile  de  connaître  la  vérité  sur  ce  point.  En 
effet,  une  direction  correspondant  à  un  angle  quelconque  a 

peut  être  considérée  comme  celle  de  l'angle  -  répété  q  fois; 
on  devra  donc  avoir 

/         a         , .     a\i  I . 

cos — h  V  —  '  sm  -     =cosa-+-v/ — »  sma, 

V     ^  qi 

et,  par  suite,  en  extrayant  la  racine  q,  il  viendra 

I 

(cosa  H-  v/  — 1  sma)'  =  cos — h  \l  —  i  sm  -• 
'  q       "  q 

Il  en  résulte  que  l'angle  B  existe  en  effet  et  qu'il  est  égal  à  -■, 
de  sorte  que  finalement  on  est  autorisé  à  écrire 

p 

(cosa  H-  V''— I  sina )^  =  cos  -  a  h-  sj—i  sin  —  a. 

q  q 

La  formule  de  Moivre  s'applique  donc  au  cas  où  l'exposant 
réel  et  positif  est  supposé  fractionnaire. 
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Mais,  tandis  que,  dans  l'hypothèse  où  l'exposant  est  entier, 
la  valeur  de  (cosa  4-  y  — i  sina)"  est  unique,  cette  valeur  de- 
vient multiple  lorsque  cet  exposant  est  fractionnaire.  En  efifet, 
un  angle  quelconque  a.  étant  donné,  son  cosinus  et  son  sinus 
ne  changent  pas,  quel  que  soit  le  nombre  entier  de  circonfé- 
rences qu'on  ajoute  à  cet  arc  ;  par  conséquent 

cosa  -\-\l — I  sina 

est  exactement  la  même  chose  que 

COs(a  H-  i]iT.)-¥  \j—  I  sin(a  -f-  "xh-tz). 

Lorsqu'on  élève  cette  expression  à  la  puissance  m,  le  résultat 
étant 

cosm(a  +  'i.hr.)  +  y'— i  sinm  (a  -+-  ikr.) 

n'a  qu'une  seule  valeur  tant  que  m  est  entier,  mais,  s'il  est 
fractionnaire,  l'expression  ci-dessus  prendra  autant  de  valeurs 

distinctes  que  peut  en  recevoir  la  fraction 't  quand 

on  y  fait  varier  A-,  c'est-à-dire  le  nombre  q. 
Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  tacitement  supposé  que 

la  fraction  ^  a  ses  deux  termes  entiers.  Dans  le  cas  où  p  ei  q 

q 

seraient  des  nombres  décimaux  dont  la  partie  décimale  serait 
composée  d'autant  de  chiffres  qu'on  voudra,  on  pourra  tou- 
jours, en  multipliant  ces  deux  termes  par  une  puissance  con- 
venable de  lo,  les  ramènera  être  entiers,  et  l'on  rentrera  ainsi 
dans  le  cas  précédent;  mais  on  voit  qu'alors  le  nombre  de 

p 

valeurs  que  recevra  (cosa-f-  v^— i  sina)^  pourra  devenir  très- 
considérable  ;  il  serait  même  infini,  au  point  de  vue  théo- 
rique, si  l'une  des  parties  décimales  ne  pouvait  pas  être  écrite 
sous  forme  finie.  Dans  la  pratique,  on  pourra  toujours  limiter 
ce  nombre  d'après  le  degré  d'approximation  auquel  on  sera 
convenu  de  s'arrêter. 

Enfin,  si  l'exposant  devenait  une  expression  radicale  'ij'm, 
m  étant  entier  ou  fractionnaire,  il  faudrait  remarquer  qu'en 
vertu  de  la  généralité  qui  appartient  à  un  tel  radical,  la  ques- 
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lion  deviendrait  multiple.  En  effet,  au  point  de  vue  de  cette 
généralité,  a  étant  la  valeur  arithmétique  de  y'/w  et  p',  p% 
p', ...,  p"  représentant  les  n  racines  de  l'unité  du  degré  n, 
l'expression  "\Jm  aurait  les  n  valeurs  successives  ii.p\  fxp^, 
y.p', . .  . ,  ixp".  Or  sur  ces  valeurs  une  seule,  {j.p",  qui  se  réduit 
à  fz,  est  positive  et  réelle;  les  autres  sont  toutes  imaginaires 
lors'iue  n  est  impair,  et,  parmi  celles-ci,  une  seule  d'entre 
elles  devient  réelle  et  négative  quand  n  est  pair.  Nous  ne 
sommes  donc  pas  encore  en  mesure  de  nous  prononcer  sur 
ce  qui  les  concerne.  Quant  à  la  valeur  ^,  qu'elle  soil  entière 
ou  fractionnaire,  on  lui  appliquera  les  règles  ci-dessus  ex- 
posées. 

XXVI. 

Les  considérations  géométriques  auxquelles  nous  venons 
de  faire  appel,  au  sujet  de  la  formule  de  Moivre,  impriment 
dès  l'abord  le  caractère  d'une  grande  évidence  à  la  vérité 
qu'elle  représente;  mais  elles  possèdent  en  outre  l'avantage 
de  rectifier  certaines  indications  inexactes  données  par  les 
auteurs  sur  l'usage  de  la  formule,  ainsi  que  nous  allons  l'ex- 
pliquer. 

Sous  l'influence  de  cette  tendance  générale  et  très-fàcheuse 
de  vouloir  toujours  généraliser  les  expressions  algébriques, 
sans  s'être  suffisamment  rendu  compte  de  leurs  propriétés 
constitutionnelles,  on  a  dit  que  la  formule  de  Moivre,  s'appli- 
quant  à  un  angle  quelconque,  devait  être  vraie  dans  l'hypo- 
thèse où  l'angle  a  est  négatif  et  qu'en  conséquence  on  devait 
avoir  alors 

(cosa  -f-  s/—  1  sina)'"=  cosma  —  s^ — i  sinma. 

C'est  là  une  manière  très-vicieuse  d'interpréter  la  formule, 
et  qui,  dans  un  grand  nombre  de  circonstances,  conduirait  à 
des  résultats  inexacts. 

Sur  quoi  s'appuie  cette  conclusion?  Sur  le  principe  que 
pour  les  arcs  négatifs  le  sinus  devient  négatif.  Or  la  vérité  est 
qu'un  arc  négatif  peut  avoir  son  sinus  aussi  bien  positif  que 
négatif.  La  première  circonstance  se  réalisera  lorsque  l'arc 
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négatif  dépassera  i8o  degrés,  la  seconde  lorsque  l'arc  sera  infé- 
rieur à  i8o  degrés.  Voilà  ce  que  nous  avons  à  observer  pour 
le  premier  membre.  Quant  au  second,  de  ce  que  a.  est  négatif, 
qui  est-ce  qui  peut  prévoir  quel  sera  le  signe  du  sinus  de  ma. 
el  pourquoi  dès  lors  lui  appliquer  à  l'avance  le  signe  moins? 
Prenons,  par  exemple,  la  direction  correspondant  à  l'angle  de 
—  175°,  son  carré  devra  correspondre  à  la  direction  de  l'angle 
double,  c'est-à-dire  de  l'angle  de  —  35o°.  Or  cette  direction 
est  exactement  la  même  que  celle  de  l'angle  positif  de  h- 10" 
et  sera,  par  conséquent,  représentée  par  un  binôme  dont  les 
deux  termes  seront  positifs,  tandis  que  d'après  la  formule 
telle  qu'on  a  l'habitude  de  l'écrire,  le  second  terme  du  binôme 
devrait  être  négatif. 

Concluons  donc,  au  sujet  de  la  formule  de  Moivre,  que,  si 
l'on  veut  se  conformer  à  l'esprit  même  de  sa  constitution, 
parfaitement  élucidé  par  les  considérations  trigonométriques 
ci-dessus,  il  est  nécessaire  de  ne  rien  préjuger  à  l'avance  sur 
les  signes  des  termes  des  binômes  qui  y  figurent.  Ces  signes 
seront  ce  que  db  a  d'une  part,  ±niac  d'autre  part,  exigeront 
qu'ils  soient,  ce  qui  est  toujours  particulier  à  a  et  ne  peut 
jamais  s'exprimer  d'une  manière  générale,  en  dehors  de  la  va- 
leur numérique  de  cet  angle,  qu'il  soit  positif  ou  négatif.  La 
seule  forme  qu'il  est  donc  possible  d'assigner  a  la  formule  est 
celle 

(cosa  -+-  v^— I  sina)'"=  cosmoc  -h  ^—i  sin/wa, 

dans  laquelle  chaque  binôme  n'exprime  pas  autre  chose  que 
l'adjonction  de  deux  termes,  adjonction  qui  se  fera  par  les 
signes  que  les  valeurs  particulières  des  arcs  ±x,  ±ma  attri- 
bueront, dans  chaque  cas,  aux  sinus  et  aux  cosinus  de  ces 
arcs.  Ce  n'est  qu'en  se  soumettant  scrupuleusement  à  ces 
prescriptions  qu'il  sera  possible  de  faire  des  applications  dû- 
ment autorisées  de  la  formule  de  Moivre. 

Voyons  maintenant  ce  qu'il  faut  penser  de  la  formule  lors- 
que l'exposant  m,  restant  réel,  devient  négatif.  L'expression 
(cosa  -1-  V  — I  sina)"'"  prend  la  forme 


ou 


(cosaH-y^— isinay"  \^cosa -+- y/— 1  sina 
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Or,  en  vertu  des  principes  de  la  Trigonométrie,  on  doit  tou- 
jours avoir 

cos'a  H-  sin='a  =  i 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(cosa  -h  \/ — I  sina)(cosa  —  \/—'i  slna)  =  i. 

On  déduit  immédiatement  de  là 

_^  ___ :^  cosa  —  ^— I  sma 

cosa  -\-  V— I  sina 

et  par  conséquent 

(cosa  +  s/ — I  sina)~'"=  (cosa  —  \^'—ï  sina)"". 

Ce  cas  rentre  donc  dans  celui  de  l'exposant  positif,  et  par  suite 
on  le  traitera  par  les  mêmes  moyens. 

Or  cosa  —  v^ — i  sina  est  la  direction  conjuguée  de  la  di- 
rection proposée.  On  déduit  donc  de  là  cette  règle  que  la  puis- 
sance négative  —  m  d'une  direction  est  égale  à  la  puissance 
positive  H- m  de  sa  conjuguée.  Celte  transformation  de  la  di- 
rection en  sa  conjuguée  étant  donc  préalablement  opérée,  on 
lui  appliquera  les  principes  relatifs  aux  exposants  positifs,  en 
tenant  compte  de  toutes  les  observations  ci-dessus  présen- 
tées, et  l'on  écrira  par  conséquent 

(cosa  4-  \/~i  sina)~"'  =  (cosa  —  v^— i  sina)"' 
=  cosma  +  V  —  '  sin  ma. 

On  continuera  d'ailleurs  dans  le  second  membre  à  ne  rien 
préjuger  sur  les  signes  des  deux  termes,  et  on  leur  donnera 
ceux  que  la  position  de  l'extrémité  de  l'arc  multiple  de  a 
prescrira  de  leur  assigner. 

On  déduit  d'ailleurs  de  la  relation 

(cosa  -h  V  —  I  sina)~'"  =  (cosa  —  y^— i  sina)"" 

une  règle  opérative  sur  laquelle  il  est  utile  d'appeler  l'atten- 
tion du  lecteur.  Celle  règle  consiste  en  ce  que,  pour  élever 
un  binôme  de  la  forme  cosa  +  y^^  sin  a  à  une  puissance 
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négative,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  y/— i  et  d'élever  le 
binôme  ainsi  modifié  à  la  même  puissance  positive.  On  pourra 

— I 

encore  remarquer  que,  —  V  — i  étant  égal  à  v/— i  ,  la  règle 
peut  s'énoncer  en  disant  que,  pour  avoir  égard  à  l'attribut  né- 
gatif —  i  de  l'exposant,  il  faut  élever  à  cette  même  puissance 
—  I  les  symboles  directifs  du  binôme,  qui  sont  ici  +1  et 
H-  V  — • ,  après  quoi  l'effet  de  l'exposant  numérique  m  s'ob- 
tiendra suivant  les  principes  de  Moivre  appliqués  conformé- 
ment au  commentaire  ci-dessus  exposé. 

Les  diverses  remarques  que  nous  venons  de  faire  sont  en 
parfaite  concordance  avec  les  principes  que  nous  avons  éta- 
blis, dans  notre  précédente  publication,  concernant  la  repré- 
sentation de  la  direction  par  une  exponentielle  de  l'arc.  Il  a 
été  démontré  à  ce  sujet  que  l'on  doit  avoir  pour  un  angle 
quelconque 

-o 

cosa  +  v'— I  sina  =  y^— 1  "   . 

Or  que  l'on  élève  le  premier  membre  à  la  puissance  m,  ou 
qu'on  y  remplace  a  par  ma.,  le  second  reste  invariable,  d'où 
il  suit  que  les  deux  formes  que  revêt  ainsi  le  premier  membre 
seront  équivalentes,  et  c'est  précisément  là  ce  qui  constitue 
la  formule  de  Moivre. 

On  voit  aussi,  d'après  cette  même  équation  exponentielle, 
que  le  changement  de  signe  de  y^^  équivaut,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  constater,  à  prendre  l'arc  négativement.  En  effet, 

-  a 

le  second  membre  devient  alors —  V  — i""  ;  mais,  en  vertu  de 

la  relation  —  v  —  i  =  v^— i  ,  il  prend  la  forme  \l~^  "^  ,  qui 
est  précisément  celle  résultant  de  la  négativité  de  a.  Nous 
n'insistons  pas  davantage  sur  ces  concordances;  le  lecteur 
pourra  en  poursuivre  l'examen  à  son  gré  et  sans  difficulté. 

Présentons  une  dernière  observation,  et  appelons  l'atten- 
tion sur  ce  point,  que  ce  n'est  pas  en  recourant  à  des  combi- 
naisons analytiques,  plus  ou  moins  fondées  sur  l'analogie, 
que  nous  avons  traité  le  cas  de  l'exposant  négatif.  Nous  avons 
fait  appel  pour  cela  aux  principes  mêmes  de  la  Géométrie  qui 
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régissent  la  matière  et  nous  avons  suivi  pas  à  pas  leurs  indi- 
cations, seul  moyen  d'arriver  à  la  connaissance  des  véritables 
rapports  qui  lient  les  deux  sciences  l'une  à  l'autre. 

On  remarquera  d'ailleurs  qu'en  raisonnant  comme  nous 
l'avons  fait  nous  nous  sommes  scrupuleusement  conformé  à 
la  recommandation  de  ne  jamais  introduire  dans  les  formules, 
sous  les  symboles  trigonométriques,  d'autre  idée  que  celle  de 
grandeur.  Or  c'est  ce  qu'on  ne  ferait  pas,  si,  voulant  de  prime 
abord,  et  illégitimement  à  coup  sûr,  appliquer  à  l'exposant 
négatif  les  mêmes  règles  qu'à  l'exposant  positif,  on  préten- 
dait que 

(cosa  -f-  \/ — I  sina)~'" 
doit  être  égal  à 

cos(—  ma)  -+-  s/— I  sin(—  moc). 

En  opérant  ainsi,  en  etîet,  on  introduit  sous  les  symboles  co- 
sinus et  sinus  la  considération  des  directions  en  même  temps 
que  celle  des  grandeurs.  Or,  si  alors  on  est  en  droit  de  dire 
que  le  cosinus  de  l'arc  négatif  —  mx  est  en  grandeur  et  en 
direction  égal  à  celui  du  même  arc  positif;  il  ne  serait  pas  pos- 
sible de  prétendre  qu'en  grandeur  et  en  direction  sin( —  ma) 
est  égal  à  —  sinma  ;  il  faudrait,  pour  raisonner  conformément 
aux  vraisprincipes,  reconnaître  que  ce  sinus  est  —  ^ — i  sinma, 
ce  qui  changerait  la  nature  du  résultat.  Ce  n'est  donc  que 
parce  qu'on  suppute  d'une  manière  incomplète  la  direction 
du  sinus  qu'un  raisonnement  non  autorisé  peut  revêtir  l'ap- 
parence d'une  justification. 

XXVIl. 

Il  a  été  établi  à  l'article  XVI  que,  dans  le  plan  des  xz, 
comme  dans  celui  des  xy,  l'élément  directîf  répondant  à  la 
somme  de  deux  angles  s'obtient  en  faisant  le  produit  des  élé- 
ments directifs  de  chacun  de  ces  angles  considérés  isolément. 
L'identité  du  procédé  à  mettre  en  œuvre  pour  ces  deux  plans 
conduit  naturellement  à  penser  qu'une  propriété  analogue  à 
celle  qui  se  trouve  exprimée  par  la  formule  de  Moivre,  pour 
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les  binômes  de  la  forme  cosa  +  V  — i  sina,  doil  également 

exister  pour  ceux  de  la  forme  cosa  +  y  —  '  sina,  qui  repré- 
sentent les  directions  dans  le  plan  des  xz  et  qu'on  peut  par 
conséquent  écrire 

Uosa  +  y/ — »        sma/    =;COSWa-f-\ — i        sinma. 

11  est  facile  de  justifier  cette  assertion.  En  effet  le  premier 
membre  de  cette  égalité  est  le  produit  de  m  directifs  égaux, 

v/^ 

chacun  a  cos a  +  y  —  i  sin a.  Ce  produit  correspond  en  con- 
séquence à  la  direction  qu'on  obtient  dans  ce  plan  en  ajou- 
tant m  fois  l'arc  a,  c'est-à-dire  à  la  direction  de  ma;  mais, 
comme  celle-ci  a  précisément  pour  équivalent  algébrique  le 
second  membre  de  l'équation  ci-dessus,  on  voit  que  cette 
équation  se  trouve  ainsi  complètement  justifiée. 

En  rapprochant  celte  propriété  d'un  fait  constaté  à  l'ar- 
ticle VIII,  nous  allons  être  conduit  à  une  extension  remar- 
quable du  théorème  de  Moivre. 

Disons  à  ce  sujet  que,  dans  l'article  que  nous  venons  de 
rappeler,  après  avoir  fait  remarquer  que  les  directions  suc- 
cessives des  angles  a,  aa,  3a, .  . .  sont  exprimées  par  les  puis- 
sances I,  ->,  3, .  .  .  du  binôme  cosa  -4-  y  —  "  sina,  et  que  celles 
des  arcs  —  a,  ~  -y.y.,  —  3a,.  .  .  le  sont  à  leur  tour  par  les  puis- 
sances —  I,  —  o,  — 3,...  du  même  binôme,  nous  avons 
éié  conduit  à  penser  que  celles  des  arcs  perpendiculaires 
aux  précédents  a  y/ — i,  2  a  y/--'»  3av^ — i,...  pourraient 
bien  l'être  par  les  puissances  v' — 1>  2 y' — i.Sy/ — i,...  de 
cosa -h  y' — i  sina,  et  généralement,  pour  l'angle  ma.\l — 1, 

par  (cosa  -h  y  —  x  sina)  .  Nous  avons  d'ailleurs  changé  ce 
soupçon  en  certitude  par  une  démonstration  directe  de  la- 
quelle il  résulte  que,  si  la  direction  répondant  à  +  a  est  repré- 
sentée par  la  puissance  i  du  binôme  cosa  -f-  y  — i  sina,  et  si 
celle  répondant  à  l'arc  —  a  est  représentée  par  la  puissance 
—  I  du  même  binôme,  il  est  nécessaire  que  la  direction  de 

l'angle  ay^—  1 ,  perpendiculaire  aux  deux  précédents,  soit  à  son 
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tour  exprimée  par  une  certaine  puissance  de  cos  a  -\-\/—  i  sina, 
et  nous  avons  constaté  que  l'exposant  de  cette  puissance  est 
précisément  y/  — i  . 

Cela  rappelé,  si  l'on  remarque  que  les  directions  répondant 
aux  angles  «y  — i  sont  précisément  celles  situées  dans  le  plan 

des  ^2,  lesquelles  ont  pour  représentant  cosa  +  v^— i  sina, 
on  en  conclura  que  celte  dernière  expression  doit  être  équi- 
valente à  (cosa  -f-  y/ — I  sina)       et  que  par  suite  on  doit  avoir 

cosa  H- v/ — I       sina^   =(cosa -+- y'— i  smaj 

D'ailleurs,  d'après  ce  que  nous  avons  constaté  au  début  du 

présent  article;  \  cosa  4- y/— I       sinay   pouvant  être  remplace 

par  cosma-j-y/ — i  sinma,  on  parvient  définitivement  à 
l'égalité  suivante  : 

cos  m  a  H- V  —  '        sm  ma  :=  (cosa  H- y  —  i  smaj 

Cette  propriété  remarquable  va  nous  permettre  d'étendre 
le  théorème  de  Moivre  au  cas  où  l'exposant  devient  imagi- 
naire de  la  forme  m  y  —  i  et  d'indiquer  les  règles  opératives  à 
l'aide  desquelles  celte  extension  doit  être  comprise  et  pra- 
tiquée. 

Il  résulte,  en  effet,  de  la  simple  inspection  de  la  formule, 
que,  pour  effectuer  l'opération  qui  consiste  à  élever  le  binôme 
cosa -t- y/  —  1  sina  à  la  puissance  my/  — i.  il  faut  faire  deux 
parts  dans  l'exposant,  l'une  ne  contenant  que  ce  qui  est  gran- 
deur, c'est-à-dire  m,  l'autre  s'appliquant  exclusivement  aux 

signes  d'opération,  c'est-à-dire  sl—\ .  La  première  partie  pro- 
duira exactement  sur  le  cosinus  et  sur  le  sinus  les  mêmes 
effets  que  précédemment.  La  seconde  partie,  au  contraire, 
n'exercera  aucune  action  sur  ces  deux  symboles  trigonomé- 
triques,  mais  seulement  sur  le  signe  directif  qui  figure  dans 
le  binôme,  et  aura  pour  effet  d'élever  ce  signe  à  la  puissance 

y/ITT. 

Or  c'est  exactement  ainsi  que  les  choses  se  passent  lorsque 
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l'exposant  est  négatif.  Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  le  co- 
sinus et  le  sinus  primitifs  de  a  deviennent  ceux  de  ma  et 
que,  quant  au  signe  direciif  —  i  de  l'exposant,  il  a  pour  effet 
d'élever  y' — i  à  la  puissance  —  i. 

On  remarquera  d'ailleurs,  pour  le  cas  où  l'exposant  est  po- 
sitif, que  le  signe  directif  qui  accompagne  m  étant  -i-  i,  l'élé- 
vation à  la  puissance  + 1  laissera  intacte,  comme  cela  doit 
être,  la  forme  primitive  du  binôme,  dans  lequel  il  n'y  aura 
d'autre  changement  que  celui  de  la  multiplication  de  l'arc  a 
par  m. 

Nous  pouvons  nous  dispenser  d'insister  sur  le  cas  où  l'ex- 
posant m  y/— 1  devient  négatif;  car,  ayant  déjà  constaté  à  l'ar- 
ticle XVI  que 

(cos-l-a  v'  —  I  sina)~'  =  (cosa  —  \/ — i  sina)"*"', 

on  en  déduira 

(cosa -4- y  —  isinaj  =(cosa  —  y  — isinaj 

On  ramènera  ainsi  le  cas  de  l'exposant  imaginaire  négatif  à 
celui  du  positif,  et  l'on  appliquera  les  règles  propres  à  ce  der- 
nier cas. 

XXVIII. 

Nous  aurions  encore  d'autres  observations  à  présenter  au 
sujet  de  la  formule  de  Moivre.  Après  avoir  exposé,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  les  extensions  légitimes  dont  elle  est 
susceptible,  nous  devrions  nous  expliquer  sur  certains  faits 
de  calcul  qu'elles  autorisent  et  sur  la  nature  des  résultats  aux- 
quels conduisent  ces  calculs.  D'un  autre  côté,  il  sera  néces- 
saire de  prémunir  le  lecteur  contre  les  entraînements  des 
inductions  analogiques  qui  se  présentent  très-naturellement 
en  cette  matière  ;  mais,  outre  que  cette  digression,  venant  à  la 
suite  de  celle  ci-dessus,  nous  écarterait  trop  du  but  essentiel 
que  nous  poursuivons  dans  cet  Ouvrage,  savoir  la  détermina- 
tion proprement  dite  des  directions  des  droites  et  des  plans 
dans  l'espace,  il  y  aura  tout  à  gagner  à  attendre,  pour  re- 
prendre ces  questions,  que  le  contingent  de  nos  connais- 
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sances  sur  cel  important  sujet  ail  acquis  le  développement 
nécessaire.  Nos  conclusions  pourront  alors  être  plus  nette- 
ment formulées  et  mieux  comprises. 

Au  reste,  la  nécessité  de  ces  discussions  incidentes  est  la 
conséquence  naturelle  de  la  nouveauté  du  sujet  que  nous  trai- 
tons et  des  enseignements  rectificatifs  que  son  étude  met  à  jour 
à  chaque  instant.  Parmi  les  idées  reçues  sur  les  imaginaires 
et  surtout  sur  les  imaginaires  exponentielles  et  trigonomé- 
triques,  il  y  en  a  tant  qui  ne  reposent  que  sur  des  hypothèses 
qu'il  n'est  pas  étonnant  qu'il  y  ait  beaucoup  à  reprendre  dans 
les  conceptions  largement  conventionnelles  qu'on  s'est  faites 
à  cet  égard.  Citons-en  un  dernier  exemple,  après  lequel  nous 
reprendrons  l'étude  proprement  dite  des  directions. 

Mettons  à  cet  effet  en  présence  les  conséquences  si  sim- 
plement déduites  des  faits  et  des  lois  géométriques  ci-dessus 
exposés,  et  celles  qu'il  faudrait  leur  substituer  si  l'on  s'en  te- 
nait aux  croyances  généralement  adoptées. 

Admettons  pour  un  instant  que  nous  fussions  complètement 
privés  des  connaissances  que  nous  venons  d'acquérir  sur  la 
signification  des  formes  imaginaires  employées  comme  expo- 
sants. Au  lieu  de  raisonner  comme  nous  avons  pu  le  faire, 
quelle  ressource  nous  serait-il  resté  pour  interpréter  celte 
circonstance  algébrique?  Celle  de  supposer  que  les  règles 
établies  pour  les  exposants  réels  continuent  d'être  appli- 
cables, ainsi  qu'on  l'a  admis  jusqu'à  ce  jour  aux  exposants 
imaginaires  et  de  dire  en  conséquence  que  la  valeur  de 

(cosa  -l-\/— isinaj 
doit  être  égale  à 

'v 

cos(ma\/ — I  )-l- V* — I  sin (ma  \/ — i  )  ; 

puis,  employant,  pour  ces  sortes  de  cosinus  et  de  sinus  les 
valeurs  analogiquement  admises,  savoir  : 

/  / X  m'a'       m*  oc*        m^ûc" 

cos[m<x\/  —  i)  =  î-h  — 1 T-j h-^, — h    .., 

p.  !  4  *  "  • 

.     /  , ,         , /  ni^ac^        m- oc' 

sin  [mx  V'  —  I  )  ^=  V'  —  '  [  moc  -\ — ~ 1 —^ h. 
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nous  aurions  obtenu  le  développement 

m'a'       m^of}       m*  a.*       m^a.^ 

c'est-à-dire  une  quantité  réelle  et  égale  à  e-"»,  résultat  incon- 
ciliable avec  les  faits  acquis  et  parfaitement  démontrés  que 
l'expression  _ 

/  ^ .      \V-« 

(cosa  -t-  sj  —  i  smaj 

est  la  représentation  algébrique  de  la  direction  à  laquelle  on 
parvient  par  la  répétition  de  m  fois  l'angle  a  dans  le  plan 
des  xz. 

Ainsi,  par  le  procédé  usuel,  on  aurait  une  grandeur  pure  et 
simple  qui  prendrait  place  sur  l'axe  des  x,  tandis  que  par  le 
nôtre  on  est  conduit  à  une  direction  située  dans  le  plan  des  xz 
et  faisant  un  angle  moc  avec  le  même  axe.  On  le  voit,  il  n'est 
pas  possible  d'arriver  à  une  disparate  plus  complète. 

Le  lecteur  jugera,  d'après  ces  détails  ajoutés  à  tous  ceux 
qui  précèdent,  combien  il  règne  de  confusion  dans  toute  celle 
partie  de  l'Algèbre. 

Revenons  maintenant  à  nos  recherches  sur  les  direciions. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 

FORMULES   DIRECTIVES  POUR  LES  DROITES  DEFIMES  PAR  d'aUTRES  ÉLÉMENTS 
QUE   CEUX    DE   LA   LONGITUDE   ET   DE   LA   LATITUDE. 

Sommaire.  —  XXIX.  Diverses  catégories  d'éléments  qu'on  peut  choisir  pour 
définir  les  droites;  notations  relatives  à  ces  éléments.  —  XXX.  Variétés  ob- 
tenues pour  les  directifs  lorsqu'on  rapporte  la  longitude  et  la  latitude  aux 
divers  axes  et  plans  des  coordonnées;  directif  d'une  droite  définie  par 
l'angle  quelle  fait  avec  l'un  des  axes  et  par  celui  que  fait  le  plan  de  cet 
angle  avec  les  plans  des  coordonnées  qui  contiennent  l'axe  en  question. 
—  XXXI.  Directifs  des  droites  définies,  soit  par  les  angles  quelles  font 
avec  deux  des  axes  des  coordonnées,  soit  par  ceux  qu'elles  font  avec  deux 
des  plans  des  coordonnées.  —  XXXII.  Procédé  général  pour  obtenir  l'ex- 
pression des  directifs  correspondant  à  telle  combinaison  qu'on  voudra 
des  données  ci-dessus.  —  XXXIII.  Première  application  de  ce  procédé.  — 
XXXIV.  —  Deuxième  application.  —  XXXV.  Accord  des  principes  et  des 
formules  ci-dessus  avec  les  propriétés  connues  du  triangle  sphérique  rec- 
tangle. —  XXXVI.  Dans  l'espace  il  n'existe  pas,  comme  dans  le  plan,  des 
opérations  vraiment  algébriques  propres  à  faire  passer  d'une  direction  à  une 
autre.  —  XXXVII.  Les  directifs  des  droites  situées  dans  le  plan  des  xz 
jouissent  à  cet  égard  des  mêmes  propriétés  analytiques  que  ceux  des  droites 
situées  dans  le  plan  des  xf;  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  directifs  qui 
appartiennent  au  plan  àcs  jz.  — XXXVIII.  Kxamen  de  la  même  question 
par  un  directif  quelconque  ;  relation  qui  s'établit  entre  les  directifs  de  deux 
droites  à  l'aide  de  l'angle  qu'elles  font  entre  elles,  conséquences  analytiques 
qui  en  résultent  pour  la  question  qui  nous  occupe.  —  XXXIX.  Une  droite 
étant  donnée  sur  le  plan  des  xr,  lui  mener  une  perpendiculaire  dans  un 
plan  qui,  passant  par  cette  droite,  fait  un  angle  donné- avec  ce  même  plan 
des  xy.  —  LX.  Détermination  de  l'angle  de  deux  droites  à  l'aide  de  leurs 
direct!  îs. 


XXIX. 


On  conçoit  que  la  direction  d'une  droite  est  susceptible 
d'être  fixée  dans  l'espace  par  d'autres  éléments  que  ceux  de 
latitude  el  de  longitude  ci-dessus  définis.  On  peut,  par 
exemple,  supposer  que  celte  détermination  est  faite,  d'une 
part,  à  l'aide  d'un  plan  qui  la  contient  et  qui  passe  par  l'axe 
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des  x;  d'autre  part,  à  laide  de  l'angle  qu'elle  fait  dans  ce  plan 
avec  l'axe  choisi.  Il  y  a  encore  plusieurs  autres  combinaisons 
analytiques  possibles  entre  les  diverses  données  qui  peuvent 
être  employées  pour  la  définition  géométrique  des  directions. 
Or  c'est  là  un  sujet  sur  lequel  il  importe  d'acquérir  des  idées 
précises,  parce  que,  suivant  les  circonstances  dans  lesquelles 
on  pourra  se  trouver,  certaines  de  ces  combinaisons  seront 
plus  favorables  que  d'autres  à  la  solution  des  problèmes;  mais, 
afin  de  mettre  un  peu  d'ordre  dans  ces  détails,  il  convient  de 
s'expliquer  sur  la  nature  de  ces  données,  et  de  préciser  dans 
quel  sens  on  doit  les  entendre  et  les  faire  intervenir. 

Une  première  catégorie  d'éléments,  propres  à  fixer  la  posi- 
tion des  directions  dans  l'espace,  est  celle  des  angles  que 
cette  direction  fait  avec  les  trois  axes,  angles  que  nous  dési- 
gnerons d'une  manière  générale  par  (X),  (Y),  (Z).  La  direc- 
tion donnée  OP  [voir  la  figure  de  la  page  6i)  est  un  côté 
commun  à  ces  trois  angles;  le  second  côté  de  chacun  d'eux 
est  successivement  formé  par  l'un  des  trois  axes.  Les  arcs  qui 
leur  correspondent  sur  la  sphère  unité  partent  toujours  du 
point  P  et  aboutissent  aux  points  où  les  axes  coupent  ladite 
sphère. 

Les  grandeurs  des  lignes  trigonométriques  de  ces  arcs  dé- 
pendent uniquement  de  la  grandeur  de  ces  derniers  et  sont 
directement  données  par  les  Tables.  Quant  aux  directions, 
celle  du  cosinus  sera  toujours  celle  même  de  l'axe  auquel  se 
rapporte  l'angle  dont  on  s'occupe.  Cette  direction  sera  par 
conséquent  ±  i  pour  les  angles  (X)  que  fait  la  droite  consi- 
dérée avec  l'axe  des  x;  dz  v  —  i  pour  ceux  (  Y )  que  cette  droite 

faitavec  l'axe  des  X'j  ity  — *  POur  ceux  (Z)  qu'elle  fait  avec 
l'axe  des  z.  Quant  aux  sinus,  qui  sont  perpendiculaires  aux 
directions  des  cosinus,  c'est-à-dire  aux  axes,  ils  seront  res- 
pectivement parallèles  aux  plans  des  coordonnées,  savoir:, 
ceux  des  (X)  au  plan  des  72,  ceux  des  (Y)  au  plan  des  xzy 
ceux  des  (Z)  au  plan  des  xy.  Les  directions  de  ces  sinus  se- 
ront donc  toujours  celles  de  droites  passant  par  l'origine  ei 
situées  sur  ces  plans,  directions  dont  l'étude  a  été  faite  pré- 
cédemment. 
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L'ambiguïté  du  double  signe,  ci-dessus  signalée  pour  le  co- 
sinus, sera  toujours  facile  à  lever.  On  remarquera  à  ce  sujet 
que  chaque  plan  des  coordonnées  divise  l'espace  en  deux 
régions  :  pour  le  plan  des  xj-,  et  par  conséquent  pour  les 
angles  (Z),  nous  appeWévons  supérieure  celle  qui  est  au-des- 
sus de  ce  plan,  du  côté  des  z  positifs,  et  inférieure  celle  qui 
est  au-dessous.  Pour  le  plan  des  xz,  c'est-à-dire  pour  les 
angles  (Y),  nous  appellerons  région  d'avant  celle  qui  est 
située  du  côté  des  j"  positifs,  et  région  d'arrière  celle  qui  est 
située  du  côté  opposé;  enfin  pour  le  plan  des  yz,  et  par  con- 
séquent pour  les  angles  (X),  nous  donnerons  le  nom  de  ré- 
gion de  droite  à  celle  qui  est  située  du  côté  des  x  positifs,  et 
région  de  gauche  à  celle  opposée.  Il  résulte  de  là  que  la  direc- 
tion positive,  pour  chaque  espèce  de  cosinus,  appartiendra 
respectivement  aux  régions  d'avant,  de  droite  et  supérieure, 
et  la  direction  négative  aux  régions  d'arrière,  de  gauche  et 
inférieure. 

Passons  à  une  autre  catégorie  de  données.  Nous  désigne- 
rons à  cet  effet  par  les  symboles  généraux  (XY),  (XZ),  (YZ) 
les  angles  qu'une  droite  fait  avec  les  trois  plans  des  coordon- 
nées. Ces  angles  sont  les  complémentaires  respectifs  des 
angles  (Z),  (Y),  (X)  ci-dessus  définis.  D'après  les  explications 
produites  sur  la  manière  dont  il  faut  supputer  les  lignes  tri- 
gonométrlques  de  ces  derniers,  on  se  convaincra  facilement 
que,  tant  en  grandeur  qu'en  direction,  les  cosinus  et  sinus  de 
ceux-ci  deviennent  les  sinus  et  cosinus  des  angles  actuels. 
Nous  pouvons  donc  nous  dispenser  d'entrer  dans  de  plus 
amples  détails  à  ce  sujet. 

C'est  à  l'aide  des  angles  (XY),  (XZ),  (YZ)  qu'une  direction 
se  projette  sur  les  plans  des  coordonnées.  Or  on  peut  avoir  be- 
soin de  faire  usage  des  angles  que  celte  projection  fait  avec  les 
axes  du  plan  sur  lequel  elle  est  située.  Nous  emploierons  à  cet 
effet  la  même  notation,  en  soulignant  par  un  petit  Irait  celui 
des  indices  X,  Y,  Z  afférent  à  l'axe  par  rapport  auquel  on  doit 
prendre  l'angle.  Ainsi  (XZ)  représentera  l'angle  que  fait  avec 
l'axe  des  z  la  projection  d'une  direction  sur  le  plan  des  xz;  de 
même  (XY^  représentera  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la 
projection  d'une  direction  sur  le  plan  des  xy\  Nous  sommes 
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d'ailleurs  renseignés,  par  loul  ce  qui  précède,  sur  ce  qui  con- 
cerne ces  divers  angles  el  les  directions  qui  leur  corres- 
pondent, puisque  les  uns  et  les  autres  sont  situés  dans  les 
plans  des  coordonnées. 

On  peut  enfin,  dans  la  détermination  des  directions,  faire 
intervenir  la  considération  de  plans  sur  lesquels  elles  se 
trouvent  situées.  Par  exemple,  une  direction,  que  nous  sup- 
posons toujours  passer  par  l'origine,  étant  donnée,  on  peut 
concevoir  qu'elle  est  géométriquement  définie  d'abord  par  le 
plan  qui  passe  par  elle  et  par  l'axe  des  x,  en  second  lieu  par 
l'angle  qu'elle  fait  dans  ce  même  plan  avec  cet  axe.  II  est 
donc  aussi  nécessaire  que  nous  nous  expliquions  sur  les 
angles  que  peut  faire  un  plan  avec  les  plans  des  coordonnées. 
Nous  n'examinerons  ici  que  le  cas  où  le  plan  passe  par  l'un 
des  axes,  et  nous  compléterons  ce  que  nous  avons  à  dire  à  ce 
sujet  lorsque  nous  nous  occuperons  plus  spécialement  de  ce 
qui  concerne  la  direction  générale  des  plans. 

Considérons  donc  un  plan  mobile  autour  de  l'axe  des  x,  se 
confondant  d'abord  avec  le  plan  des  xy,  puis  s'éloignant  suc- 
cessivement de  celui-ci,  soit  dans  la  région  supérieure,  soit 
dans  la  région  inférieure.  L'angle  de  ce  plan  avec  celui  des  j'S 
sera  toujours  droit;  mais  il  fera  avec  les  deux  autres  plans  des 
coordonnées  des  angles  variables  qui,  pour  chaque  position, 
seront  complémentaires  l'un  de  l'autre.  Pour  désigner  ces 
deux  angles,  nous  appliquerons  la  notation  (xY)  à  celui  que 
le  plan  donné  fait  avec  le  plan  des  xy^  et  celle  (jtZ)  à  celui 
qu'il  fait  avec  le  plan  des  xz.  Ces  notations  sont  analogues 
aux  précédentes,  sauf  le  remplacement  d'une  des  grandes 
lettres  par  une  des  petites,  remplacement  qui  sert  en  même 
temps  à  donner  l'indication  de  celui  des  axes  par  lequel  passe 
le  plan.  D'ailleurs  nous  attribuerons  la  première  place  à  la 
petite  lettre  indicatrice  de  l'axe  par  lequel  passe  ce  plan. 

11  résulte  des  propriétés  géométriques  connues  que  les 
angles  {x\),  {xT)  sont  précisément  ceux  que  fait  la  trace  du 
plan  donné  sur  celui  des  yz,  d'une  part  avec  l'axe  des  r, 
d'autre  part  avec  l'axe  des  z.  Cette  observation  aura  son  utilité 
lorsque  nous  nous  occuperons  de  déterminer  l'équivalent 
algébrique  de  la  direction  des  plans. 
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Pour  un  plan  passant  par  l'axe  des  j,  l'angle  de  ce  plan  avec 
celui  des  xz  sera  droit.  Son  angle  avec  le  plan  des  xy  sera 
désigné  par  { jX)  et  avec  le  plan  des  yz  par  (jZ).  Ces  angles 
seront  ceux  que  fait  la  trace  du  plan  donné  sur  celui  des  xz, 
d'une  part  avec  l'axe  des  x,  de  l'autre  avec  l'axe  des  z. 

Enfin,  pour  un  plan  passant  par  l'axe  des  z,  l'angle  de  ce 
plan  avec  celui  des  ^j- sera  toujours  droit;  son  angle  avec  le 
plan  des  zx  sera  désigné  par  (2X},  et  avec  le  plan  des  zy 
par  (2  Y).  Ces  angles  seront  ceux  que  fait  la  trace  du  plan  donné 
sur  le  plan  des  xy,  d'une  part  avec  l'axe  des  x,  d'autre  part 
avec  l'axe  des  j. 

XXX. 

Ces  préliminaires  ainsi  établis,  procédons  à  la  recherche 
des  diverses  formes  que  pourra  revêtir  l'expression  algébrique 
d'une  direction  suivant  la  catégorie  de  données  dont  on  aura 
voulu  faire  usage  pour  la  définir  géométriquement. 

11  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  première  détermi- 
nation à  laquelle  nous  avons  procédé,  par  la  latitude  et  par  la 
longitude  du  point  P,  a  consisté  à  faire  emploi  des  angles  (  XY  ) 
et  (XY),  que  nous  avons  respectivement  désignés  par  j3  et 
par  a.  En  faisant  usage  des  nouvelles  notations,  on  se  con- 
vaincra sans  dificulté  qu'elle  correspond  au  symbole  général 

■      cos(XY)[cos(XY)+ v/=Tsin(XY)]  + vZ-^'^^'sinlXY). 

Si,  dans  le  même  ordre  d'idées,  on  fait  usage  des  données 
(XZ)  et  (XZj,  ce  qui  revient  à  projeter  la  direction  sur  le 
plan  des  xz  et  à  se  servir  de  l'angle  (XZj  que  fait  celte  pro- 
jection avec  l'axe  des.^^  on  comprendra  que  le  cosinus  de(XZ) 
sera  dirigé  sur  ce  plan  suivant  la  direction  déterminée  par 
l'angle  (XZ),  laquelle  a  pour  équivalent 

cos(XZj  H- v/— '       sin(XZj, 
et  que  sin  (XZ)  sera  parallèle  à  l'axe  des  y;  on  aura  donc  pour 
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l'expression  cherchée 

cos(XZ)[cos(XZ)4- v-^^''~'sin(XZ)]  +  v'-^sin(^Z). 

Enfin,  si  l'on  se  sert  des  données  (YZ)  et  (X^)'  ^^  <î"*  ^^' 
vient  à  projeter  la  direction  sur  le  plan  des  yz,  et  à  se  servir  de 
l'angle  (  YZ  j  que  fait  cette  projection  avec  l'axe  des  j,  le  cosinus 
de  (YZ)  sera  situé  dans  ce  plan  sur  la  direction  déterminée 
par  l'angle  (YZ),  laquelle  a  pour  équivalent 

^^cos(YZ)  -H-v^^~'sin(YZ) 

et  le  sinus  du  même  angle  (YZ)  sera  parallèle  à  l'axe  des  x; 
l'expression  cherchée  sera  donc 

cos(YZ)[\/^cosfYZ)  -v-v— ^'^^'sin(YZ)]-f-sin(YZ}. 

On  vérifiera  que,  dans  toutes  ces  expressions,  conformé- 
ment au  principe  général   établi  à  l'article  XXI,  la  somme 

des  carrés  des  trois  grandeurs  qui  multiplient  i,y  —  i,  v'  — i       , 
est  égale  à  l'unité. 

Il  est  à  peine  besoin  d'insister  sur  la  substitution  des  don- 
nées (XYj,  (XZ),  (YZ)  à  celles  (XY),  (XZ).  (YZj,  puisque 
les  premiers  de  ces  angles  sont,  dans  chaque  cas,  les  complé- 
ments des  autres,  ce  qui  apprend  qu'il  suffira  dans  les  for- 
mules de  remplacer  les  sinus  et  cosinus  d'une  catégorie  par 
les  cosinus  et  sinus  de  l'autre.  Bornons-nous  à  montrer  com- 
ment les  choses  se  passent  dans  un  des  trois  cas  ci-dessus 
examinés,  le  dernier  par  exemple.  Si,  au  lieu  de  (YZj,  on  em- 
ploie (YZ\,  le  cosinus  de  ce  nouvel  angle  sera  situé  sur  l'oxe 
des  z  et  son  sinus  sera  parallèle  à  l'axe  des  j.  Il  résulte  de  là 
que  la  direction  de  la  projection  sur  le  plan  des  j*2  sera  re- 
présentée par 

, —  v^-i  

V  — I       cos(YZ)-^v  — ïsin(YZ). 

Or,  comme  on  n 

cosYZ  =  sinYZ     et     sin  YZ  _:  cosYZ,. 
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on  voit  qu'en  faisant  la  substitution  on  retombera  exactement 
sur  l'expression  ci-dessus. 

Une  seconde  manière  d'exprimer  la  direction  consiste  à  ap- 
pliquer à  la  définition  géométrique  de  cette  direction  la  com- 
binaison des  données  suivantes.  On  prend  d'abord  l'angle  (X) 
qu'elle  fait  avec  l'axe  des  x  et  l'angle  (^Y)  que  fait  avec  le 
plan  de  base  le  plan  qui,  passant  par  l'axe  des  .r,  contient 
cette  direction. 

Dans  celle  circonstance,  il  faut  concevoir  qu'on  projette  la 
direction  sur  l'axe  des  ;r;  l'angle  de  projection,  qui  est  X,  a 
son  cosinus  sur  l'axe  des  x\  son  sinus,  qui  est  parallèle  au 
plan  des  /z,  se  projette  évidemment  sur  ce  plan  suivant  la  di- 
rection déterminée  par  l'angle  (^Y).  Celte  direction  particu- 
lière sera  donc  exprimée  par 

y/— I  cos(^Y) -4- V^— I       sin(^Y), 

et  de  là  résulte  pour  l'expression  cherchée 

cosX  +  [v/— X  cos(a7Y)  -\-  v/— I       sin(a:Y)JsinX. 

Si  le  plan  qui  contient  la  direction,  au  lieu  de  passer  par 
l'axe  des  x,  passe  par  l'axe  des  7,  et  si  Y  est  l'angle  que  la 
direction  fait  dans  ce  plan  avec  l'axe  des  y,  le  cosinus  de 
l'angle  Y  sera  dirigé  sur  l'axe  des  y,  et  aura  pour  expression 
\j—  1  cosY  ;  son  sinus  sera  parallèle  au  plan  des  xz  et  se  pro- 
jeltera  évidemment  sur  ce  plan,  suivant  la  direction  détermi- 
née par  l'angle  (  jX),  d'où  l'on  voit  que,  dans  ce  cas,  la  direc- 
tion de  la  droite  donnée  sera  exprimée  par 

v'^cosY  +  [cos{jX)  -f-  v'— I       sin(jX)JsinY. 

Enfin,  si  l'on  fait  usage  de  l'angle  Z  et  si  le  plan  qui  con- 
tient la  direction  passe  par  l'axe  des  z,  et  fait  par  conséquent, 
avec  le  plan  des  xz,  un  angle  (-sX),  le  cosinus  de  Z  sera  sur 

/ — v^^ 
l'axe  des  z  et  aura  pour  expression  v— i       cosZ  ;  son  sinus, 

parallèle  au  plan  des  xy,  sera  dirigé  suivant 

cos(zX) -+- v'--' sin(zX), 
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de  sorte  que  l'expression  cherchée  sera  représenlée  par 

V'^^   'cosZ  4-  [cos(zX)  -+- v^^^sin(zX)jsinZ. 

Dans  chacun  des  cas  que  nous  venons  d'examiner,  on  re- 
marquera que  le  plan  qui,  passant  par  l'un  des  axes,  contient 
la  direction,  fait  avec  les  deux  pians  des  coordonnées  passant 
par  ce  même  axe  deux  angles  qui  sont  complémentaires  l'un 
de  l'autre.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  fait  usage  que 
de  l'un  de  ces  angles  ;  mais  on  conçoit  que  l'on  doit  également 
arriver  au  but  en  faisant  intervenir  l'autre. 

Par  exemple,  après  nous  être  donné  l'angle  Y  que  la  direc- 
tion fait  avec  l'axe  des  r,  nous  avons  combiné  cet  angle  avec 
celui  (^'X).  Supposons  qu'on  veuille  maintenant  recourir  à 
son  complémentaire  qui  sera  (  jZ  ;.  Le  cosinus  de  l'angle  Y 
sera  toujours  dirigé  suivant  l'axe  des  j  et  aura  pour  représen- 
tation, tant  en  grandeur  qu'en  direction,  v'— '  cosY;  quant  à 
son  sinus,  il  est  aussi  le  même  que  précédemment  et  se  pro- 
jettera dans  sa  véritable  grandeur  sur  le  plan  desxz.  Sa  direc- 
tion ne  peut  également  être  autre  chose  que  la  précédente  ; 
mais,  tandis  qu'avec  l'angle  (/"X)  elle  était  exprimée  par 

r v'~ 

cos(7•X)-^V— '       sin(jX), 

avec  l'angle  (.f  Z),  qui  a  son  cosinus  sur  l'axe  des  z  et  son  sinus 
parallèle  à  celui  des  x,  elle  le  sera  par 

/ v^ 

y  — 1       cos(jZ)-î- sin(jZ). 

I/expression  cherchée  de  la  direction  sera  donc 

v'— î  cosY  +  [v/^^^~'  cos(jZ)  -i-  sin(jZ)J  sinY, 

et  telle  est  la  forme  qu'il  faut  lui  donner  dans  ce  cas;  mais 
on  voit  qu'au  fond  ces  deux  expressions  sont  identiques,  en 
vertu  des  relations  connues 

cos(7Zj  =  sin(jX),     sin(  jZ)  =  cos(jX). 
On  se  convaincra  sans  peine  que  ces  diverses  expressions 
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de  la  direction  jouissent  toutes  de  la  propriété  générale  que 
la  somme  des  carrés  des  grandeurs  qui  multiplient  les  indices 

direclifs  i,  y  —  '  el  \/—i       est  égale  à  l'unité. 


XXXI. 

Une  troisième  combinaison  de  données,  qu'on  peut  em- 
ployer pour  la  définition  géométrique  de  la  direction,  est  celle 
qui  consiste  à  faire  usage  de  deux  des  trois  angles  que  cette 
direction  fait  avec  les  axes.  Supposons,  par  exemple,  qu'il 
s'agit  d'obtenir  l'équivalent  algébrique  de  la  direction  en 
fonction  des  deux  angles  X  el  Y  qu'elle  fait  avec  les  axes  des^ 
et  des  j. 

On  remarquera  d'abord  que  le  cosinus  de  l'angle  X  est 
situé  sur  l'axe  des  x.  Quant  au  sinus,  si  l'on  désigne  par  [j.  son 
coefficient  directif,  il  sera  représenté  par  asinX,  et  par  suite 
la  direction  cherchée  aura  pour  valeur 

cosX  -f-  /ijtsinX  ; 

mais,  le  sinus  de  X  étant  parallèle  au  plan  des  j2,  il  faudra  que 
p.  soit  de  la  forme 

y/^ —  I  cos 9  -h-  \  —  I       si n  0, 

6  étant  un  angle  à  déterminer,  de  sorte  que  l'expression  de 
la  direction  revêtira  la  forme 

cosX  +  \  v'  — ^  cos  9  -T-  v"--i       sinQ)  sinX. 

D'un  autre  côté,  le  cosinus  de  l'angle  Y  se  projettera  sur 

l'axe  des  x,  el  sera  représenté  par  y  — icosY.  Quant  à  son 

sinus,  si  y.'  est  son  coefficient  directif,  il  aura  pour  valeur 

a'sinY,  el  par  suite  la  direction  cherchée  sera  exprimée  par 

V  —  *  cos  Y -I- /u.' sin  Y  ; 

mais,  le  sinus  de  Y  étant  parallèle  au  plan  des  xz,  il  faudra  que 
fj.'  soit  de  la  forme  _ 

eosO'  -i-  V  —  »       sin^', 
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■j  élani  un  angle  à  déterminer.  Il  suit  de  là  que  l'expression 
de  la  direciion  revêtira  la  forme 

\  —  I  cosY  — -  (cos$'  4-^—1       sinô' ,)  sinY. 

Ayant  ainsi  deux  expressions  pour  la  même  direciion,  on 
les  égalera  l'une  à  l'autre  et  l'on  en  déduira  les  valeurs  de  5 
pl  de  V .  Dans  ce  but,  il  faudra  écrire  que  les  quantités  qui, 
de  part  et  d'autre,  multiplient  les  mêmes  indices  directifs 

I .  V  -  I  et  \^—  I        sont  égales. 
On  déduit  de  là  les  trois  conditions  suivantes  : 

cosX  =  cosô'sinY,     cosY'  =  cos^sinX, 
sin  $sinX  =  sin5'sinY. 

On  s'assurera  d'ailleurs  que  la  troisième  condition  est  com- 
portée par  les  deux  autres.  Quant  aux  deux  premières,  elles 
donnent  directement 

cosY  r,      rosX 

cos5  ==    .    -■ » 
sim\ 


sin  0  =  .—^ ,      sin  !;  = r— ,7 • 

sinX  siiil 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'une  et  dans  l'autre  des  expres- 
sions ci-dessus,  on  aura,  savoir:  avec  la  première, 

cosX -i- ^  —  i  cosY -t- v'  — i^    '  v^sin'X  —  cos'Y, 
avec  la  seconde 


cosX  -I-  \  —  I  cobY  H-  \  —  1       \sin'Y  —  cos'X. 

Ces  deux  expressions  doivent  d'ailleurs  être  identiques.  En 
effet,  les  termes  réels  et  imaginaires  simples  y  sont  les  mêmes; 
quant  aux  troisièmes  termes,  ils  diffèrent  par  la  forme,  mais 
ils  n'en  sont  pas  moins  égaux,  puisque,  quels  que  soient  X 
el  Y,  on  a  toujours 

sin'X  —  cos=Y  —  sin=Y  -    cos=X. 
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Si,  au  lieu  des  angles  X  et  Y,  on  emploie  les  angles  XelZ, 
l'expression  ci-dessus  en  X  et  Ô  restera  ;  mais  la  seconde  sera 
modifiée  ;  car  le  cosinus  de  Z,  étant  situé  sur  l'axe  des  z,  sera 

^~ 

exprime  par  y  —  i       cosZ  et  son  sinus,  étant  parallèle  au  plan 

des  xy,  le  sera  par 

(cos0'-l-  sj—y  sin&'jsinZ; 
la  seconde  expression  de  la  direction  sera  donc 

v/— I       cosZ  +  (cosO'-i- v/— I  sin0')  sinZ. 

De  leur  comparaison  on  déduira  les  valeurs  des  sinus  et 
cosinus  de  0  et  de  0'  qui,  substituées  dans  l'une  ou  dans 
l'autre,  donneront  pour  l'expression  de  la  direction  cherchée 


cosX  +  v^— I  v/sin^Z  —  cos'X  +  v/"^       cosZ. 

Enfin,  en  appliquant  la  même  méthode  au  cas  où  les  angles 
donnés  sont  Y  et  Z,  on  trouvera  pour  équivalent  algébrique  - 
de  la  direction 

v/sin'Z  —  cos^* Y  -f-  \j—  i  cos Y  +  \/—  i       cosZ. 

En  portant  son  attention  sur  les  trois  formes  que  nous  ve- 
nons d'obtenir,  on  remarquera  entre  elles  certaines  analogies 
sur  lesquelles  il  n'est  pas  inutile  de  donner  quelques  détails. 
El  d'abord,  dans  chacune  d'elles,  les  cosinus  des  deux  angles 
qui  servent  à  la  déterminer,  considérés  tant  en  grandeur 
qu'en  direction,  forment  coniamment  deux  des  trois  termes 
qui  la  composent.  Quant  au  troisième  terme,  il  consiste  en 
un  radical  carré  de  composition  uniforme  dans  les  trois  cas  et 
qui  occupe  successivement  la  troisième,  la  deuxième  et  la 
première  place.  Or,  si  à  l'aide  de  la  condition  connue 

cos^X  -i-  cos'' Y  -f-  cos'Z  -- 1 

on  remplace,  dans  chaque  radical,  le  terme  négatif  qui  y 
figure,  et  qui  est  toujours  le  carré  d'un  cosinus,  on  trouvera 
que  ce  radical  se  réduit  à  cosZ  pour  la  première  forme,  à  cosY 
pour  la  seconde  et  à  cosX  pour  la  dernière.  De  telle  sorte 
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qu'après  ces  iransformalions  les  trois  expressions  rcvêtenl  le 
type  unique 

cosX  -+-  v'—  I  cosY  H-  V  —  «       cosZ. 

Il  devient  apparent  alors  que  les  trois  termes  qui  le  com- 
posent sont  précisément  les  projections  dirigées  de  la  droite 
donnée  sur  les  axes,  et  par  suite  leur  somme  doit  nécessaire- 
ment exprimer  cette  droite  tant  en  grandeur  qu'en  direction. 
Nous  sommes  ainsi  conduit  à  une  confirmation  très-remar- 
quable des  principes  qui  nous  servent  de  régulateur  dans  cet 
ordre  de  recherches. 

Si,  au  lieu  de  définir  la  direction  par  les  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes,  on  emploie  à  cet  usage  les  angles  qu'elle  fait 
avec  les  plans  des  coordonnées,  on  aura  une  quatrième  caté- 
gorie d'éléments  propres  à  en  faire  connaître  l'expression  ana- 
lytique. D'ailleurs  la  considération  que  les  angles  XY,  XZ, 
YZ  sont  les  complémentaires  respectifs  des  angles  Z,  Y,  X 
fait  immédiatement  comprendre  que  ce  cas  se  ramène  très- 
facilement  au  précédent. 

En  effet,  ayant  reconnu,  par  exemple,  qu'avec  les  données 
X  et  Y  l'équivalent  analytique  de  la  direction  est 


cosX  -I-  V  —  «  cos  Y  -h  v'—  I       V  s'"'^  —  cos=  Y  , 

on  le  transforme  immédiatement,  par  la  voie  des  complé- 
ments, ainsi  qu'il  suit  : 


sin(YZ) -i-v-isin(XZ)H- v'— «     '  vcos*(  YZ)  —  sin*(XZ}; 

c'est,  au  reste,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  en  suivant  la 
même  méthode  que  précédemment. 

En  effet,  par  rapport  à  l'angle  YZ  que  fait  la  direction  avec 
le  plan  des  jz,  celle-ci  sera  de  la  forme 

vcos(YZ)  -f- asin(YZj, 

}/.  et  V  étant  les  directifs  du  sinus  et  du  cosinus  de  YZ;  mais 
le  sinus  est  parallèle  à  l'axe  des  x,  par  conséquent  on  a  y.  =  i. 
Quant  au  cosinus,  il  est  situé  dans  le  plan  desjrz  et  aura  pour 
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direclif  une  expression  de  la  forme 

/ y/~ 

V  —  1  cosô -i- V  — •        sintJ; 

il  viendra  donc  pour  l'expression  de  la  direction 

(v'^cosô  4- v/~       sin6)cos(YZ)  +  sin(YZ). 

D'un  autre  côté,  par  rapport  à  l'angle  XZ  que  fait  la  direc- 
tion avec  le  plan  des  xz,  celle-ci  sera  de  la  forme 

v'cos(XZ) +  a'sin(XZ), 

fx'  et  v'  étant  les  directifs  du  sinus  et  du  cosinus  de  XZ  ;  mais 
le  sinus  est  parallèle  à  l'axe  des  j,  par  conséquent  on  a 
p.'=  v^— I .  Quant  au  cosinus,  il  est  situé  dans  le  plan  des  xz 
et  aura  pour  directif  une  expression  de  la  forme 

cos6'  -h  \/  —  i       s'inO' ; 
il  viendra  donc  pour  l'expression  de  la  direction 

[cosO'-h  \/~r^''sin0')cos(XZ)  h-  v'— Tsin(XZ). 
Ces  deux  directions  devant  être  équivalentes,  on  aura 

sinYZ  =  cosô' cos(XZ),     sin(XZ)  z=  cosô  cos(YZ), 
sin0cos(YZ)=:=sin0'cos(XZj; 

cette  troisième  condition  est  comportée  par  les  deux  autres. 
Quant  à  la  première  et  à  la  seconde,  on  en  déduit  les  valeurs 
suivantes  pour  9  el  6'  : 

sinXZ  ,,       sinYZ 

COS  6  =  ^77;  5        COS  0'  = „-    » 

cosYZ  cosXZ 

et,  par  suite. 


.    ^       i/cos^YZ- sin^XZ         .    „      v/cos'^XZ  —  sin^YZ 
cosYZ  cosXZ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'une  ou  l'autre  des  expres- 
sions ci-dessus,  on  aura  celle  de  la  direction.  En  opérant,  par 
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exemple,  sur  la  première,  on  trouvera,  comme  nous  l'avons 
conslalé  ci-dessus, 


sinYZ-l-  V— isinXZ4-  v  -i  '      ycos^YZ  —  sin'XZ. 

Celte  application  nous  paraît  suffisante  pour  confirmer  le 
principe  que  le  cas  actuel  se  déduit  du  précédent,  en  procé- 
dant par  la  voie  des  compléments. 

Avec  les  nouvelles  données,  le  principe  de  la  somme  des 
carrés  devient 

sin»(YZ)-}-sin'(XZ)  -f- sin»(XY)  =  i. 

Si  l'on  en  fait  usage  pour  remplacer  — sin*XZ  sous  le  radical, 
on  trouve  que  celui-ci  se  réduit  à  sinXY  :  l'expression  de  la 
direction  devient  ainsi 

sin  YZ  4- V  "^sinXZ  +  V  ^^  "' sin  (XY). 

C'est  qu'en  effet  ce  sont  alors  les  sinus  des  angles  donnés 
qui  représentent  les  projections  dirigées  de  la  droite  sur  les 
trois  axes,  et,  par  voie  de  suite,  leur  somme  doit  être,  tant 
en  grandeur  qu'en  direction,  la  représentation  algébrique 
cherchée. 

XXXII. 

Avec  les  quatre  catégories  de  données  représentées  par  les 
symboles  (X  ,  (XY),  (XYj,  {xY :  on  pourrait  procéder,  dans 
le  but  de  définir  la  direction,  à  des  combinaisons  de  deux 
d'entre  elles,  tout  autres  que  celles  dont  nous  venons  de  faire 
usage.  Le  nombre  de  ces  combinaisons  nouvelles  serait  con- 
sidérable, et  l'examen  de  ce  qui  les  concerne  exigerait  de 
minutieux  détails  ;  aussi  est-il  intéressant  de  montrer  qu'avec 
les  résultats  acquis  et  consignés  dans  les  deux  articles  qui 
précèdent,  et  même  dans  le  premier  seulement,  il  sera  pos- 
sible, à  l'aide  d'une  méthode  générale,  de  déterminer  les  for- 
mules de  direction  qui  conviendront  à  telle  combinaison  de 
données  qu'on  voudra  s'imposer. 

On  remarquera  à  ce  sujet  que,  dans  les  cas  que  nous  venons 
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d'étudier  figure  l'ensemble  des  quatre  types  (X  ),  (XY),  (XY), 
(^Y).  Ainsi,  dans  rarlicle  XXX,  nous  avons  combiné  l'angle- 
(XY)  avec  la  longitude  (XY),  et  puis  l'angle  (X)  avec  celui 
(^Y).  Dnns  l'article  suivant  nous  nous  sommes  occupés  du 
cas  où  l'on  veut  faire  usage  de  deux  des  angles  (X)  ou  de  deux 
des  angles  (XY). 

Il  est  donc  certain,  même  en  nous  bornant  à  l'ariicle  XXX, 
que  nous  sommes  en  possession  de  formules  dans  lesquelles 
figure  chacun  des  quatre  symboles  ci-dessus.  Or  on  va  voir 
que  cela  sera  suffisant  pour  résoudre  tous  les  cas. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  combiner  une  quel- 
conque des  formes  symboliques  (XY)  avec  une  quelconque 
de  celles  qui  appartiennent  à  la  catégorie  (.rY).  Quel  que  soit 
l'élément  4^  choisi  parmi  ceux  (XY),  on  trouvera,  dans  le  pre- 
mier cas  de  l'article  XXX,  une  formule  dans  laquelle  entrera 
cet  élément.  11  y  sera  associé  avec  son  correspondant  de  la 
catégorie  (XY)  que  nous  désignerons  par  ^'.  Celte  formule 
sera  donc  une  certaine  fonction  de  4*  et  de  <]>'  que  nous  dési- 
gnerons par  F, (4',  4*'). 

En  second  lieu,  quel  que  soit  l'élément  9  choisi  parmi 
ceux  (^Y),  on  trouvera,  dans  le  second  cas  de  l'article  XXX, 
une  formule  dans  laquelle  entrera  cet  élément.  Il  y  sera  as- 
socié avec  son  correspondant  de  la  catégorie  (X)  que  nous 
désignerons  par  ©'.  Celte  formule  sera  donc  une  certaine  fonc- 
tion de  9  et  de  9'  que  nous  désignerons  par  Fj(9,  9'). 

Cela  posé,  comme  les  deux  fonctions  F,  et  F,  représentent 
la  même  direction,  il  faudra  qu'elles  soient  égales.  Or  cette 
égalité,  en  vertu  des  trois  espèces  de  termes  essentiellement 
distinctes  auxquelles  elle  s'applique,  conduira  à  trois  équa- 
tions de  condition  à  l'aide  desquelles  on  déterminera  les  va- 
leurs de  4^'  et  de  9'  en  fonction  de  4"  et  de  9.  Substituant  alors, 
soit  4»'  dans  Fi(4',  4*')'  ^^^^  ?'  ^^"^  ^2(9»  ?')»  O"  obtiendra 
l'expression  cherchée  de  la  direction. 

On  pourra  remarquer  à  la  vérité  qu'il  est  surprenant  que 
nous  ayons  ici  trois  équations  de  condition,  alors  qu'il  n'y  a 
a  que  deux  inconnues  à  déterminer;  mais  cela  s'explique  par 
celte  circonstance,  que  l'une  de  ces  trois  équations  est  tou- 
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jours  comportée  par  les  deux  autres,  et  il  est  facile  de  s'en 
rendre  compte. 

En  etFei  la  fonction  F,  {'b,  J;')  sera  de  la  forme  générale 

et,  parce  que  c'est  une  direction,  il  faudra  lui  appliquer  le 
principe 

a*  -i-  6*  -i-  cj  =  I ,     d'où     c,  r=  y/i  —  a]  —  6; . 

D'un  autre  côté,  la  fonction  F,(o,  <p'),  qui  exprime  aussi  une 
direction,  sera  de  la  forme 

, — v'^ 

a^-h  bis^  —  i  -\-  C2\—i 

et  l'on  devra  avoir 

Or,  lorsque  de  ces  deux  expressions,  qui  concernent  la  même 
direction,  on  aura  déduit 

a,  =  flf,,     A,  =  63, 

la  troisième  condition  c,  =  Cj,  en  vertu  des  valeurs  ci-dessus 
de  c,  et  de  Cj,  sera  toujours  satisfaite,  étant  une  conséquence 
évidemment  nécessaire  des  deux  premières.  On  sera  donc  en 
droit  de  la  supprimer;  mais  il  sera  souvent  utile  de  la  conser- 
ver pour  la  facilité  des  calculs  ultérieurs. 

Il  importe  de  faire  observer  que,  de  la  nature  des  explica- 
tions qui  viennent  d'être  données,  il  résulte  qu'il  n'est  nulle- 
ment nécessaire  que  les  deux  éléments  6'  et  9'  correspondant 
à  4^  et  à  0  aient  une  valeur  plutôt  qu'une  autre  ;  il  suffit,  quels 
qu'ils  soient,  qu'ils  fassent  partie  de  l'expression  autorisée 
d'une  direction  dans  laquelle  i];  et  9  figurent.  Expliquons  notre 
pensée  par  un  exemple  :  supposons  à  cet  effet  que  ^  est  dans 
la  catégorie  des  éléments  (XY),  et  9  dans  celle  des  éléments 
(X).  Je  pourrai,  en  vue  de  ^,  recourir  à  toute  expression 
directive  dans  laquelle  i|^  entrera,  quel  que  soit  l'autre  élé- 
ment 4"'  qui  complétera  cette  expression.  Il  sera  donc  permis 
de  prendre  la  combinaison  de  (XY),  soit  avec  (XY),  qui  est  le 

8 
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premier  cas  de  l'article  XXX,  soit  avec  celle  (XZ),  qui  est  le 
deuxième  cas  de  l'article  XXXI.  De  même,  en  vue  de  9,  je 
pourrai  prendre  ou  la  combinaison  (X)  et  {scY),  qui  est  le  se- 
cond cas  de  l'article  XXX,  ou  bien  celle  (X)  et  (Y),  qui  est  le 
premier  cas  de  l'article  XXXI.  De  quelque  combinaison  qu'on 
ail  fait  choix,  et  par  suite  quels  que  soient  les  seconds  élé- 
ments ^j;'  et  9'  qui  s'y  appliquent,  on  cherchera,  à  l'aide  des 
équations  de  condition,  les  valeurs  de  ^'  et  9'  qui  sont  la  con- 
séquence de  ces  choix,  et  l'on  agira  avec  eux,  pour  déterminer 
les  directions,  suivant  les  règles  ci-dessus  exposées. 

Celte  observation  peut  avoir  une  importance  réelle  dans  la 
pratique:  elle  fait  voir  que  non-seulement  on  pourra  arriver 
au  but  par  les  formules  de  l'article  XXX,  mais  par  toutes 
autres  contenant  les  éléments  obligés,  ce  qui,  dans  certains 
cas,  sera  de  nature  à  simplifier  les  calculs. 

Montrons  maintenant  par  quelques  exemples  comment  ces 
opérations  doivent  être  pratiquées. 

XXXIII. 

Supposons  d'abord  qu'on  demande  d'exprimer  une  direction 
à  l'aide  des  éléments  (YZ)  et  (jX). 

On  cherchera  d'abord  la  formule  qui  contient  (YZ),  et  on 
la  trouvera  parmi  celles  qui  figurent  au  premier  cas  traité  dans 
l'article  XXX.  Cette  formule  est 

cos(YZ)[v'^cos(YZ)-^v'-^^"'sin(YZ)]-t-sin(VZ). 

Ici  les  deux  éléments  ^  et  4'  sont  respectivement  (YZ) 
et(YZ). 

On  cherchera  ensuite  la  formule  qui  contient  (/X),  et  on 
la  trouvera  parmi  celles  qui  figurent  au  deuxième  cas  du  même 
article  ;  cette  formule  est 

\/^cos(  Y)  H-  [cos(  jX)  +  v^—  i^    '  sin(/X)J  sin  Y. 

Ici  les  deux  éléments  9  et  9'  sont  respectivement  (jX) 
ei  (Y). 
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De  la  comparaison  de  ces  deux  expressions,  qui  s'appliquent 

toutes  à  la  même  direction,  résulteront  les  conditions  sui- 

Va n tes  * 

sin( YZ)  =  cosC/X)  sinY, 

cos(YZ)cos(YZ)  =  cosY, 

cos(YZ)  sin (YZ)  =  sin(jX)  SinY. 

Nous  savons  déjà  qu'une  quelconque  de  ces  conditions  est 
comportée  par  les  deux  autres  ;  mais,  pour  la  commodité  des 
calculs,  nous  les  conserverons  toutes  trois. 

Si  l'on  multiplie  la  seconde  par  sin(jX)  et  si  l'on  ajoute 
ensuite  son  carré  au  carré  de  la  troisième,  l'élément  (Y)  dis- 
paraîtra, et  il  viendra 

cos'(YZ)[cos'(YZ)sin'(7X)-+-sin»(YZ)]  =sinï(7-X); 

d'où  l'on  déduit 

cos(YZ)  =  -==£^Ml_, 
y'i  — cos'(YZ)cos'(7X) 

et  par  suite 

cos(jX)  sin(YZ) 


sin(YZ)  = 


y/l  — cos'(YZ)cos'(jX^ 


Ces  valeurs  ainsi  obtenues,  on  déterminera  facilement  celles 
de  cosY  et  de  sinY,  qui  sont 

cosfYZ)sin(7-X) 


cosY 


sinY 


y  I  —  cos'(YZj  cos'(_^Xj 

slnfYZ) 
y/i  — cos'(YZ)cos'(/X) 


Maintenant  qu'on  substitue  soit  cos(YZ)  et  sin(YZ)  dans  la 
première  des  expressions  ci-dessus,  soit  cosY  et  sinY  dans 
la  seconde,  et  l'on  trouvera,  de  l'une  et  de  l'autre  manière, 
l'équivalent  algébrique  cherché  de  la  direction,  savoir  : 

os(  jX) sin ( YZ)  +  v^^ sin (rX)  cos ( YZ) -f- v/-7^  sin(rX)  sin ( YZ) 
y/l  — cos»(YZ)cos'(jX) 
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On  pourra  d'ailleurs  vérifier  que  la  somme  des  carrés  des 

trois  grandeurs  qui  multiplient  les  directifs  i,  v'— '>  y/— '^ 
est  égale  à  l'unité. 

Dans  cet  exemple,  nous  n'avons  fait  usage  pour  ^'  et  pour  9' 
que  d'une  seule  valeur.  Nous  allons  maintenant  présenter  une 
application  dans  laquelle  ^'  et  9'  seront  susceptibles  d'en  re- 
cevoir deux  qui  conduiront  également  au  but  qu'on  se  pro- 
pose d'atteindre. 

XXXIV. 

Admettons  à  cet  effet  qu'on  se  propose  de  déterminer  la 
direction  par  les  deux  éléments  Z  et  (XZ),  c'est-à-dire  par  les 
angles  qu'elle  fait,  d'une  part  avec  l'axe  des  z,  de  l'autre  avec 
le  plan  des  xz. 

Dans  le  second  cas,  traité  à  l'article  XXX,  l'élément  Z  figure 
avec  l'élément  zX  ;  mais  il  figure  aussi  avec  l'élément  X,  dans 
le  premier  cas  traité  à  l'article  XXXI. 

De  son  côté,  l'élément  (XZ)  figure  avec  l'élément  (XZ), 
dans  le  premier  cas  traité  à  l'article  XXX,  mais  il  figure  aussi 
avec  l'élément  YZ,  dans  le  second  cas  traité  à  l'article  XXXI. 

On  pourra  donc,  d'après  ce  qui  a  été  expliqué  à  l'ar- 
ticle XXXII,  combiner  Z  soit  avec  (2X),  soit  avec  X  et  agir 
ensuite,  au  moyen  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  combinai- 
sons, surcellesqu'onobtientenassociant(ZX),  soilavec  (XZ), 
soit  avec  (  YZ). 

De  là  quatre  cas  possibles  ;  mais  il  sera  suffisant,  comme 
application,  de  montrer  qu'il  y  a  concordance  entre  deux  de 
ces  cas  pris  d'ailleurs  arbitrairement.  La  vérification  complète 
pour  les  quatre  combinaisons  est  une  affaire  de  calcul  que  le 
lecteur  trouvera  facile  après  les  explications  dans  lesquelles 
nous  allons  entrer. 

Prenons  d'abord  pour  4"  l'élément  Z  et  pour  4*'  l'élément 
(zX),  l'expression  de  la  direction  est  alors 

[cos(2X)  +  sj'^  s\t\{zX)]  sinZ4- v^^     '  cosZ. 

Prenons  ensuite   pour  ©  l'élément  (XZ)  et  associons-le 
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aveC'(XZ),  qui  représentera  9':  cela  conduit  à  une  nouvelle 
expression  de  la  direction,  qui  est 

cos  (XZ)  [cos  (XZ)  -+-  v/^''~'  sln  (XZ )]  4-  v/~7sin  XZ. 

De  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  qui  s'appliquent 
à  une  même  direction,  on  déduit  les  trois  équations  de  con- 
dition suivantes  : 

cosZ  =  cos(XZ)sin(XZ), 
sin{XZ)  =  sin(2X)sinZ, 

cos(2X)  sinZ  =  cos(XZ)  cos(XZ). 

Ici  les  deux  éléments  inconnus  qu'il  s'agit  de  déterminer 
sont  (2X)  et  (XZj.  Or  la  première  condition  donne  immédia- 
tement 


la  seconde  condition  donne  à  son  tour 


ros'Z 

cos^XZ)' 


sin(zX)=^^i!^,    d'où    cos(zX)  =  v/'-^^-^^- 

Qu'on  substitue  maintenant,  soit  sinf^X)  et  cos(zX)  dans 
la  première  des  expressions  ci-dessus,  soit  sin  (XZ)  et  cos(XZ) 
dans  la  seconde,  et  l'on  trouvera,  par  l'un  ou  par  l'autre  moyen, 
pour  l'expression  cherchée 


J-x 


(A)     ^/sin'Z  — sin'(XZ)  +  v^^sin(XZ)  + V— i^    'cosZ. 

Ces  calculs  sont  d'ailleurs  analogues  à  ceux  que  nous  avons 
détaillés  dans  l'article  précédent. 

Passons  maintenant  à  une  autre  combinaison. 

Pour  les  mêmes  éléments  Z  el(XZ  .  nous  pouvons  prendre, 
pour  ^1;'  correspondant  de  Z,  l'élément  X;  et  pour  9'  corres^ 
pondant  de  XZ,  l'élément  (YZ).  Dans  cette  hypothèse,  la  di- 
rection sera  exprimée,  savoir: 
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Pour  Z  et  X,  par 

cosXh- v'— I  V'sin^Z— cos*X+ v/— '       cosZ  ; 


Pour(XZ)  et(YZ),  par 


, s/=ï 


sin(YZ)  +  v/-i  sin(XZ)  +  v/— I       v^cos^ YZj  —  sin^(XZ). 

De  la  comparaison  de  ces  deux  expressions,  qui  sont  repré- 
sentatives d'une  direction  unique,  on  déduira  les  trois  équa- 
tions de  condition  suivantes  : 

cosX  =  sin(YZ), 


v/sin*Z  —  cos'X  =  sin(XZ), 


cosZ  =  y/cos'(YZ)  —  sin^(XZ}. 

Ici  les  deux  éléments  inconnus  qu'il  s'agit  de  déterminer 
sont  X  et  (YZj.  La  première  condition  nous  apprend  que  les 
deux  angles  qu'ils  représentent  sont  complémentaires  l'un  de 
l'autre.  C'est  ce  qui  résulte  d'ailleurs  de  leur  définition,  puis- 
que l'un  est  l'angle  que  fait  la  droite  donnée  avec  l'axe  des  ^, 
et  que  l'autre  est  celui  de  la  même  droite  avec  le  plan  des  jz. 

Pour  l'expression  ci-dessus  en  X  et  Z,  il  suffit  de  connaître 
cosX.  Or  la  seconde  des  trois  équations  de  condition  donne 

cosX— v'sin'Z—  sin^(XZ). 

Substituant  donc  cette  valeur  dans  celte  expression,  celle-ci 
devient 

V'sin^'Z  —  sin^(XZ)  +  ^'^  sin  (XZ)  +  v/^  ~"  cosZ  ; 

on  retombe  ainsi  sur  l'expression  (A),  telle  qu'elle  a  été  trou- 
vée par  le  premier  moyen. 

La  détermination  de  (YZ)  s'obtient  facilement  par  la  troi- 
sième condition,  de  laquelle  on  déduit 


cos{  YZ)  =  v^cos'Z  +  sin^lXZ};; 


on  aura  par  suite 


sin(YZ)  =  v^sin'Z  —  sin'(XZ). 
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Substiluanl  ces  deux  valeurs  dans  Téquivalenl  de  la  direc- 
tion exprimé  en  fonction  de  (XZ)  et  de  { YZ),  on  obtient  pour 
la  quatrième  fois  l'expression  (A)  ci-dessus. 

Toutes  les  concordances  annoncées  dans  ce  qui  précède 
sont  ainsi  vérifiées. 

XXXV. 

Les  diverses  expressions  qui  ont  passé  sous  nos  yeux  repo- 
sant sur  la  base  de  faits  et  de  principes  géométriques  incon- 
testés, il  est  nécessaire,  si  nous  n'avons  pas  fait  erreur  dans 
nos  raisonnements,  que  les  conséquences  que  nous  pourrons 
déduire  de  ces  expressions  soient  identiques  avec  celles  que 
des  éludes  antérieures  ont  déjà  introduites  et  sanctionnées 
dans  la  Science. 

A  cet  égard  nous  avons  constaté,  lorsque  nous  nous  sommes 
occupé  des  directions  planes,  que  l'équivalent  algébrique  de 
ces  directions  et  les  règles  à  l'aide  desquelles  on  passe  de 
l'une  à  l'autre  sont  tout  à  fait  d'accord  avec  les  principes  de  la 
Trigonométrie  rectiligne,  de  telle  sorte  qu'à  vrai  dire  on  pour- 
rait prétendre,  et  l'on  a  prétendu,  que  nous  n'avons  fait  que 
présenter  sous  une  autre  forme  des  vérités  parfaitement  con- 
nues avant  nous.  Nous  nous  empressons,  quantaux  principes, 
d'adhérer  à  cette  affirmation  ;  les  principes  ne  peuvent,  en 
elfet,  qu'être  immuables,  quels  que  soient  les  moyens  em- 
ployés pour  procéder  à  leur  recherche  ;  mais,  comme  il  y  a 
dans  cette  forme,  à  laquelle  on  semble  vouloir  n'accorder 
qu'une  médiocre  importance,  plus  que  de  simples  apparences, 
plus  que  de  prétendues  conventions,  comme  dans  les  moyens 
de  calcul  qu'elle  met  en  œuvre  il  y  en  a  un  qui  repose  sur 
l'emploi  d'une  opération  négligée  jusqu'ici  parce  qu'elle  était 
incomprise,  comme,  loin  de  prétendre,  avec  la  plupart  des 
géomètres,  que  cette  opération  est  un  non-sens,  une  chose 
qui  n'existe  pas,  nous  lui  avons  attribué  au  contraire  le  remar- 
quable privilège  d'être  le  représentant  algébrique  des  faits 
géométriques  qui  se  rattachent  à  la  perpendicularité,  comme 
enfin  c'est  là  une  idée  nouvelle  et  non  encore  exploitée,  il  y 
avait  un  intérêt  évident  à  s'assurer  si  ce  nouveau  moven  d'ac- 
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lion,  combiné  avec  ceux  déjà  connus  et  pratiqués,  confirme- 
rait toutes  les  vérités  admises  ou  les  contredirait.  C'était  là 
une  épreuve  dont  il  était  important  de  connaître  les  résultats, 
puisqu'une  seule  contradiction  constatée  devait  suffire  à  faire 
rejeter  nos  interprétations.  Or  non-seulement  cette  contradic- 
tion ne  s'est  pas  rencontrée,  mais,  dans  toutes  les  circon- 
stances, nous  avons  pu  vérifier  que  le  fonctionnement  algé- 
brique de  cette  opération  était  en  complet  accord  avec  les  faits 
et  les  moyens  géométriques  que  nous  avons  signalés  comme 
se  trouvant  en  correspondance  directe  avec  elle. 

Cette  épreuve  heureusement  tentée  pour  les  directions 
planes,  il  n'est  pas  moins  utile  de  la  faire  pour  les  directions 
dans  l'espace,  et  de  s'assurer  si  l'emploi  combiné  des  direclifs 

v/ — I ,  V  —  I  avec  les  autres  opérations  de  calcul  est  oui  ou 
non  en  concordance  avec  les  faits  géométriques  connus. 

Dans  ce  but,  il  nous  faudra  sortir  de  la  Trigonométrie  du 
plan  et  aborder  celle  de  l'espace.  Toutefois  le  développement 
de  nos  connaissances  acquises  en  cette  matière  n'étant  pas  en 
ce  moment  suffisamment  étendu,  l'épreuve  ne  saurait  être 
encore  complète  ;  elle  le  deviendra  plus  tard  lorsque  nous 
nous  serons  expliqué  sur  ce  qui  concerne  les  directions  des 
plans.  Quant  à  présent,  nous  allons  faire  voir  que  tout  ce  que 
nous  venons  d'exposer  sur  les  directions  des  droites  dans 
l'espace  confirme  et  démontre  au  besoin  les  principes  de  la 
théorie  des  triangles  sphériques  rectangles. 


Fig. 


A  cet  effet,  soit  prise  une  direction  quelconque  OC  {fig.  i)r 
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el  soit  OB  l'axe  des  x.  Celte  direction  se  projetant  suivant  OA 
sur  le  plan  des  xy,  l'arc  CA  =;  b  sera  sa  latitude,  et  l'arc 
BA  =  c  sera  sa  longitude  ;  désignons  en  outre  par  a  l'arc  CB 
qui  mesure  l'angle  que  fait  la  direction  avec  l'axe  des  x.  On 
voit  qu'on  aura  ainsi  -formé  un  triangle  sphçrique,  rectangle 
en  A,  dont  les  trois  côtés  seront  a,  b,  c,  parmi  lesquels  a  est 
l'hypoténuse.  Il  est  d'ailleurs  visible  que  l'angle  en  B  que 
font  les  côtés  a  et  c,  angle  que  nous  désignerons  par  B,  est 
égal  à  celui  que  fait,  avec  le  plan  des  xj\  le  plan  OCB  qui  con- 
tient la  direction  et  qui  passe  par  l'axe  des  x. 

Cela  posé,  si  nous  voulons  représenter  la  direction  par  sa 
latitude  et  sa  longitude,  c'est-à-dire  par  les  éléments  ci-des- 
sus définis  (XY),  (XY),  nous  aurons  l'expression  suivante: 

cos6  (cosc  +  ^  —  I  sine) -I- v'— I       sin6. 

Si  nous  voulons  l'exprimer  par  les  éléments  X  et  (arY), 
c'est-à-dire  par  l'angle  a  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  x  et  par 
celui  B  du  plan  OCB  avec  le  plan  des  xy,  nous  aurons  la  se- 
conde expression  [voir  art.  XXX) 


cosa 


(v— 1  cosB  H- y/— 1^      sinBJsina; 


mais  ces  deux  expressions  devant  être  égales,  puisqu'elles 
s'appliquent  à  la  même  direction,  on  aura  les  trois  équations 
de  condition 

cosrt  =  cosb  cosc, 

cosô  sin  c  ==  sina  ces  B, 
sin6  =  sina  sinB. 

Or  la  première  exprime  la  propriété  connue  entre  l'hypoté- 
nuse et  les  côtés  de  Tangle  droit.  La  troisième  énonce  celle 
qui  lie  l'hypoténuse  à  un  côté  de  l'angle  droit  et  à  l'angle  op- 
posé à  ce  côté.  Quant  à  la  seconde,  si  on  la  divise  par  la  pre- 
mière, on  trouvera 

lange  =  tanga  cosB  : 

c'est  la  relation  qui  lie  l'hypoténuse  à  un  côté  eià  l'angle  non 
droit  adjacent  à  ce  côté. 
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Enfin,  en  divisant  la  seconde  par  la  dernière,  on  a 
col6  sinc  =  colB, 

relation  qui  lie  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  à  l'un  des  angles 
obliques. 

Il  est  évident  que  la  première  des  relations  dans  laquelle 
entrent  les  trois  côlés  et  qui  est  symétrique  par  rapport  à  6  et 
à  c  est  unique  ;  mais  les  trois  autres  doivent  être  doubles  par 
suite  des  permutations  simultanées  qu'on  y  peut  faire  de  b 
en  c  et  de  B  en  C.  Nous  pourrions  donc,  pour  les  admettre, 
nous  en  tenir  à  celle  remarque;  mais,  puisqu'il  s'agit  ici  de 
contrôle,  il  convient  d'en  poursuivre  l'exercice  jusqu'au  bout 
et  de  montrer  comment  les  analogues  de  ces  trois  dernières 
relations  peuvent  à  leur  tour  être  obtenues  par  les  considéra- 
tions directives. 

A  cet  effet,  supposons  qu'on  change  le  plan  des  xy  et  qu'on 
prend  à  sa  place  celui  OCA  qui  lui  est  perpendiculaire.  Par 
rapport  à  ce  nouveau  plan,  sur  lequel  OC  représente  l'axe' 
des  X,  la  droite  OB  deviendra  une  direction  dont  la  latitude 
sera  c  et  la  longitude  b.  En  conséquence,  sa  direction  sera 
exprimée  par 

cosc  (cosô  4- v/— I  sin6) -i- y— I       sine. 

D'un  autre  côté,  la  direction  OB  fait  avec  le  nouvel  axe 
des^r  un  angle  a  égal  au  précédent.  Quant  au  plan  qui  la  con- 
tient et  qui  passe  par  cet  axe,  il  fait  avec  le  nouveauplan  des 
coordonnées  un  angle  précisément  égal  à  C.  En  conséquence, 
la  direction  exprimée  avec  les  données  a  et  C  sera  repré- 
sentée par 

cosa -h  (y/  — I  cosC  H- v^— I       sinCJsinrt. 

Egalant  entre  elles  ces  deux  expressions,  qui  s'appliquent 
à  la  même  direction,  on  en  déduira  les  trois  équations  de 
condition 

cosa  =  cosô  cosc, 

cosc  sinô  =  sina  cosC, 
sine  =:  sinrt  sinC. 
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Ainsi  que  cela  doit  être,  la  première  exprime  la  même  rela- 
tion que  précédemment  entre  a,  b,  c.  La  dernière  est  l'ana- 
logue de  sine  =  sinasinB.  Puis  divisant  la  seconde  d'abord 
par  la  première,  en  second  lieu  par  la  dernière,  on  trouvera 
les  analogues  des  deux  autres. 

Quant  aux  relations  dans  lesquelles  entrent  les  deux  angles 
B  et  C  avec  un  des  côtés,  et  qui  sont  au  nombre  de  trois,  on 
les  déduira  des  deux  groupes  de  conditions  ci-dessus  par  des 
calculs  d'élimination  ordinaires  et  sur  lesquels  il  est  inutile 
d'insister. 

En  résumé,  on  voit  que  les  formules  et  les  considérations 
directives  dont  nous  avons  fait  l'exposé  sont  en  concordance 
complète  avec  les  principes  constitutifs  de  la  Trigonométrie 
sphérique  des  triangles  rectangles. 

XXXVI. 

Avant  de  terminer  ce  qui  est  relatif  aux  directions  des 
droites  dans  l'espace,  nous  ne  saurions  nous  dispenser  de 
présenter  quelques  aperçus  comparatifs  entre  la  théorie  qui 
les  concerne  et  celle  qui  s'applique  aux  directions  planes. 

Sur  le  plan  les  lois  qui  régissent  les  directions  sont  d'une 
grande  simplicité.  Pour  un  angle  quelconque  a,  la  direction 
est  exprimée  par  cosa-^y  — '  sina;  pour  un  autre  angle  (3, 
elle  le  sera  par  cos(3  -i-  y  —  '  s'" (^>  ^^  nous  avons  constaté  que 
la  direction  correspondant  à  la  somme  a  -f-  ^  a  pour  valeur  le 
produit  des  directifs  respectivement  afférents  aux  angles  a 
et  (3.  Ce  point  de  principe  domine,  éclaire  et  simpliGe  toute  la 
théorie  des  directions  planes. 

Les  esprits  qui  ont  une  prédilection  prononcée  pour  les 
considérations  analogiques  auraient  désiré  sans  doute  qu'un, 
principe,  sinon  tout  à  fait  équivalent,  du  moins  similaire,  exis- 
tât pour  la  théorie  des  directions  dans  l'espace,  et  il  est  cer- 
tain que  la  simplicité  des  calculs  n'aurait  eu  qu'à  y  gagner  ; 
mais  un  tel  principe  ne  figure  pas  dans  cette  théorie,  et,  en 
réfléchissant  aux  différences  très-accentuées  qu'on  rencontre 
entre  les  moyens- géométriques  à  l'aide  desquels  on  détinil 
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les  directions  de  l'une  et  de  l'autre  espèce,  on  ne  sera  pas  sur- 
pris que  les  analogies  algébriques  fassent  défaut,  alors  que, 
dans  ce  dont  elles  devraient  être  la  représentation,  on  ne  con- 
state que  des  divergences.  Donnons  à  cette  idée  tout  le  déve- 
lopperhent  qu'elle  mérite. 

Pour  caractériser  géométriquemenl  une  direction  plane,  un 
seul  élément  suffit.  Après  avoir  fait  choix  d'une  droite,  des- 
tinée à  servir  de  point  de  départ  pour  la  supputation  des  di- 
rections, il  suffit  de  connaître  l'angle  que  fait  la  droite  ainsi 
choisie  avec  la  droite  donnée  pour  évaluer  la  direction  de 
cette  dernière.  Cet  élément  angulaire  est  donc  unique.  De 
plus,  dans  l'ordre  d'idées  que  nous  venons  d'indiquer,  il  est 
immuable,  puisque  tout  autre  angle  que  celui  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  s'appliquerait  à  une  direction  différente  de  la 
première.  Ce  grand  principe  d'unité  et  d'immuabilité,  pour 
l'élément  qui  définit  la  direction  dans  le  plan,  nous  permet 
non-seulement  de  comprendre  ce  que  doit  être  la  direction 
répondant  à  un  angle  double,  triple,  etc.,  d'un  autre,  mais 
encore  de  conclure  que,  par  rapport  à  la  première  direction, 
chacune  de  celles  qui  correspondront  à  un  multiple  quel- 
conque de  l'angle  primitif  sera  fixe  et  immuable  comme  l'est 
cet  angle  lui-même. 

A  cette  première  propriété,  toute  géométrique,  vient  s'en 
joindre  une  autre,  dépendant  des  facultés  propres  à  l'Algèbre, 
en  vertu  de  laquelle  le  produit  de  tant  de  directifs  qu'on  vou- 
dra afférents  à  des  angles  quelconques  a,,  a,,  «3,. . .  est  égal 
au  direclif  qui  correspond  à  la  somme  de  ces  mêmes  angles. 

On  voit  donc  que,  tandis  que  dans  la  Géométrie  la  suc- 
cession des  directions  se  fait  par  l'addition  des  angles  qu'elles 
forment  entre  elles,  dans  l'Algèbre  elle  s'obtient  par  la  multi- 
plication des  binômes  directifs  correspondant  à  chacun  de 
ces  arcs  considéré  isolément.  On  peut  donc  affirmer  que  l'arc 
géométrique  est  le  logarithme  de  l'expression  algébrique  re- 
présentative de  la  direction,  et  que  par  conséquent  les  règles 
de  la  fonction  logarithmique  sont  ici  directement  applicables. 
Telle  est  la  grande  loi  qui,  dans  cette  circonstance,  lie  l'Al- 
gèbre à  la  Géométrie  et  qui  sert  de  régulateur  à  toute  celle 
théorie.  D'ailleurs  nous  ne  faisons  ici  que  rappeler  les  prin- 
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cipes  qui  ont  été  développés  el  démontrés  dans  notre  publi- 
cation de  1869  et  auxquels  le  lecteur  pourra  se  reporter. 

Or  rien  de  pareil  ne  se  rencontre  dans  les  faits  qui  con- 
cernent les  directions  dans  l'espace.  Ici  un  seul  élément  an- 
gulaire est  insuffisant  pour  définir  la  direction,  il  en  faut  tou- 
jours deux,  et  de  plus  ceux-ci,  loin  d'être  immuables,  peuvent 
être  choisis  de  bien  des  manières  différentes,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  voir  dans  la  série  des  articles  qui  précèdent.  Dès 
lors  la  conséquence  ci-dessus  signalée  que,  dans  le  plan, 
l'addition  des  arcs  employés  pour  définir  les  directions  con- 
duit toujours  à  une  direction  fixe  et  unique,  disparaît  com- 
plètement lorsqu'il  s'agit  de  l'espace.  Autant,  au  contraire,  il 
y  aura  de  manières  de  choisir  deux  éléments  angulaires  pour 
définir  une  pareille  direction,  autant  il  y  aura  de  directions 
différentes  répondant  aux  mêmes  accroissements  de  ces  élé- 
ments, soit  qu'on  considère  ceux-ci  isolément,  soit  qu'on  les 
envisage  dans  leur  dualité.  Précisons  ces  idées  par  l'indica- 
tion de  quelques  faits. 

Ainsi  que  nous  l'avons  vu,  une  direction  peut  être  définie 
par  sa  longitude  a  et  par  sa  latitude  ^,  l'angle  a  étant  situé 
dans  le  plan  de  base  ou  des  xy,  et  l'angle  ^  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  ce  dernier.  Si  maintenant,  sans  toucher  à  ^, 
j'ajoute  à  a  un  arc  quelconque  ^,  je  pourrai,  à  l'aide  de  la 
variation  de  ^,  parcourir  en  entier  la  circonférence  située 
dans  le  plan  des  xj-;  pendant  ce  temps,  la  droite  donnée  se 
déplacera,  et,  comme  elle  fait  toujours  le  même  angle  j3  avec 
le  plan  de  base,  on  voit  qu'elle  décrira  une  surface  conique 
dont  le  sommet  sera  à  l'origine,  ayant  pour  axe  l'axe  des  z  el 
dont  l'angle  générateur,  par  rapport  à  cet  axe,  aura  pour  va- 
leur le  complément  de  [3. 

Cela  posé,  les  deux  direclifs  afîérents  aux  longitudes  a  et  ^ 
sont  respectivement 

cos  p  ( cos a  -h  v/—  I  sin  a )  -f-  ^—  i       sin|3, 

cosp  (cos^ -f- v/— J  sin|)  +  v^— I       sin^, 
tandis  que  celui  de  la  somme  a  -f-  ?  est 

cos(3  [cos(a  -f-  ^)  -4-  s/— I  sin  (a  +  H)j  +  v^— i       sin  3. 
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Or  il  n'est  pas  facile  de  concevoir  comment  on  serait  algé- 
briquement conduit  à  conclure  le  dernier  des  deux  premiers. 
On  pourrait  dire  à  la  vérité  qu'on  y  parviendrait  en  conservant 
cos^  et  sin(i  tels  qu'ils  sont  et  en  donnant  pour  coefficient  à 
la  première  de  ces  quantités  le  produit  de  ses  coefficients 
primitifs  ;  mais  ce  serait  là  un  moyen  de  calcul  reposant  en 
partie  sur  une  convention,  et  la  question  de  savoir  si  ce  moyen 
pourrait  être  remplacé  par  une  opération  algébrique  régulière 
et  autorisée  reste,  pour  nous  du  moins,  à  l'étal  de  problème 
non  résolu. 

Supposons  maintenant  que  c'est,  au  contraire,  l'angle  a  qui 
reste  constant  et  l'arc  (3  qui  reçoit  une  augmentation  n.  Dans 
ce  cas  la  direction  ne  sortira  pas  du  méridien  répondant  à  la 
longitude  a,  mais  elle  occupera  dans  ce  méridien,  et  en  raison 
de  la  variation  de  -n,  toutes  les  positions  possibles  autour  de 
l'origine. 

Dans  cette  nouvelle  hypothèse,  les  deux  directifs  afférents 
à  la  longitude  constante  a  et  aux  latitudes  (3  et  -n  seront  res- 
pectivement 

cosp  (cosa -4- y/ — i  sina)  -t- ^— i        sin[3, 

(  I .      ^         '■ — v^-ï    . 

C0S73  (cosa  +  y/  —  I  sin a)  +  y  —  I       smn, 


tandis  que  celui  de  la  somme  (3  -f-  vî  est 
co 


s([3  H-  ■/))  [cosa  -f-  v'  — I  sina]  -f-  sj—i       sin([3  -H  tj). 


Ici  encore,  pour  passer  des  deux  premiers  au  dernier,  il 
faudrait  introduire  une  convention  consistant  à  admettre  qu'on 
commence  par  faire  abstraction  du  facteur  cosa  +  y^ — »  sina, 
commun  aux  deux  cosinus,  qu'on  multiplie  ensuite  entre  eux 
les  deux  direciifs  ainsi  simplifiés,  après  quoi  l'on  restitue  le 
même  facteur  à  la  partie  réelle  du  produit,  qui  est  le  cosinus 
de  [3-f-y).  Or  la  question  de  savoir  s'il  existe  des  opérations 
algébriques  régulières,  produisant  les  mêmes  effets  que  ce 
procédé  conveniionnel,  paraît  encore  plus  difficile  à  résoudre 
dans  ce  cas  que  dans  le  précédent. 

Enfin,  lorsqu'on  donne  simultanément  une  augmentation  à  a 
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ei  à  ;3,  les  direciifs  de  (a,  [3)  et  de  (^,  n)  sont  respecliveraeni 

cosj3(cosa  H- \ — I  sina) -f- v'— '        sin[3, 
cosyî(cos^ -f- v'— I  sin  h) -+- v'— I       sinv;, 
tandis  que  pour  celui  de  (a  H-  ç,  (3  +  rî)  on  trouve 

cos((3H--/;':[cos(a+?)  +  v'  — isin(a  +  H)]  ^-v'— i^     sin ((3 +  •/;]. 

Or,  pour  passer  des  deux  premiers  à  celui-ci,  il  faudrait  con- 
venir :  premièrement,  de  ne  pas  tenir  compte  des  facteurs  de 
cos[3  et  cos/i  et  de  multiplier  entre  eux  les  directifs  ainsi  sim- 
plifiés; deuxièmement,  de  donner  pour  coefficient  à  la  partie 
réelle  de  ce  résultat  le  produit  des  deux  facteurs  qu'on  a  d'a- 
bord négligés.  On  voit  donc  que  les  exigences  convention- 
nelles ne  font  qu'augmenter,  et,  par  suite,  les  difficultés  du 
sujet  prennent  avec  elles  une  plus  grande  importance. 

Mais  la  question  se  complique  bien  plus  encore  lorsqu'on 
remarque  que,  les  éléments  angulaires  propres  à  définir  une 
direction  dans  l'espace  étant  variables,  les  mêmes  augmen- 
tations ç  et  73  introduites  dans  ces  éléments  conduiront,  sui- 
vant le  choix  qu'on  aura  fait  de  ceux-ci,  à  des  directions  sans 
cesse  différentes.  Au  lieu  donc  de  celle  immuabilité  de  direc- 
tion qui,  dans  le  plan,  résulte  de  l'addition  d'une  quantité 
quelconque  ^  à  l'élément  régulateur  primitif,  et  qui  tient  à  ce 
que  celui-ci  est  unique,  on  aura  dans  l'espace  une  diversité 
conlinuelle  de  résultats,  diversité  en  rapport  avec  celle  dont 
est  susceptible  le  choix  des  données  régulatrices  de  la  direc- 
tion. Il  est  bien  difficile  d'espérer  qu'au  milieu  de  si  inces- 
santes mutations  on  puisse  parvenir  à  des  règles  précises  et 
uniformes. 

Si,  par  exemple,  au  lieu  de  définir  la  direction  par  la  lati- 
tude et  la  longitude,  on  se  sert  de  l'angle  X  qu'elle  fait  avec 
l'axe  des  x  et  de  l'angle  (^Y)  que  fait  avec  le  plan  des  xy^ 
celui  qui  la  contient  et  qui  passe  pour  l'axe  des  x,  on  remar- 
quera que,  par  l'addition  de  ^  à  X,  on  pourra  faire  acquérir, 
dans  ce  dernier  plan,  toutes  les  positions  possibles  à  la  direc- 
tion ;  positions  généralement  très-différentes  de  celles  qui  cor- 


-  128  - 

respondeni  à  ^  dans  le  cas  ci-dessus,  puisque  les  nouvelles 
sont  dans  un  plan  elles  précédentes  sur  une  surface  conique. 

D'un  autre  côté,  si  on  laisse  X  constant  et  si  l'on  ajoute  v]  à 
(^Y  ),  la  direction,  faisant  un  angle  invariable  avec  l'axe  des  x, 
s'appliquera,  pour  chaque  valeur  de  73,  sur  une  des  généra- 
trices d'un  cône  dont  le  sommet  sera  à  l'origine,  dont  l'angle 
générateur  sera  X  et  dont  l'axe  se  confondra  avec  celui  des  x. 
Or  ce  sont  là  des  directions  très-différentes  de  celles  corres- 
pondant à  7]  dans  le  cas  précédent,  puisque,  encore  ici,  les 
unes  sont  dans  un  plan  et  les  autres  sur  une  surface  conique. 

Que  conclure  de  ces  diverses  observations,  sinon  que 
l'existence  d'opérations  vraiment  algébriques  propres  à  nous 
faire  passer  dans  l'espace  d'une  direction  à  une  autre  est  plus 
que  douteuse,  et  que  ce  qui  est  si  simple  dans  le  pian,  ce  qui 
est  alors  si  conforme  aux  règles  autorisées  du  calcul  ne  paraît 
guère  pouvoir  se  pratiquer  à  l'égard  des  directions  considé- 
rées dans  l'espace  qu'à  l'aide  de  procédés  non-seulement 
conventionnels,  mais  variables  à  tout  instant,  suivant  le  choix 
qu'il  aura  convenu  de  faire  pour  définir  la  direction?  Dans, 
tous  les  cas,  nous  ne  pouvons  que  constater  ici  notre  impuis- 
sance personnelle. 

XXXVII. 

Ce  n'est,  très-exceptionnellement,  que  pour  les  directions 
situées  dans  le  plan  des  xz  qu'il  est  possible  de  faire  usage 
des  règles  applicables  aux  directions  planes.  Cela  lient  à  ce 
que  dans  ce  plan,  aussi  bien  que  dans  celui  des  xy,  un  seul 
élément  suffit  pour  définir  la  direction,  savoir  :  l'angle  qu'elle 
fait  avec  l'axe  des  x  ;  cela  tient  en  outre  à  ce  que  cet  angle  se 
compte  toujours  à  partir  de  l'origine  commune  des  arcs,  qui 
est  la  même  pour  ces  deux  plans  des  coordonnées.  Dans  ces 
deux  circonstances,  les  arcs  s'ajoutanl  à  la  suite  les  uns  des 
autres  sur  une  même  surface  plane,  les  règles  trigonomé- 
Iriques  qui  régissent  ces  additions  sont  également  applicables 
aux  deux  plans  considérés.  D'un  autre  côté,  au  point  de  vue 
de  l'Algèbre,  l'attribut  directif  v/ — '  >  qui  caractérise  l'arc  per- 
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pendiculaire  parlant  de  l'origine,  n'eniraîne  dans  l'expression 
analytique  de  la  direction  que  le  simple  changement  de  y'— i 

en  v^^^  ,  et  nous  avons  constaté  que  cela  ne  fait  pas  ob- 
stacle à  l'application  de  la  loi  en  vertu  de  laquelle  le  directif 
de  la  somme  de  deux  arcs  est  égal  au  produit  des  direclifs  de 
chacun  de  ces  arcs.  Tout  devient  donc  similaire  entre  le  plan 
des  xz  et  celui  des  xy,  la  Géométrie  et  l'Algèbre  se  trouvant 
en  parfait  accord  sur  tous  les  points. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  le  troisième  plan  des 
coordonnées,  celui  des  r^.  A  la  vérité,  dans  ce  plan  considéré 
isolément,  un  seul  élément  suffit  pour  définir  la  direction, 
savoir  l'angle  9  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  j;  mais  il  se  pré- 
sente ici  une  différence  essentielle  avec  ce  qui  concerne 
les  deux  autres  plans  des  coordonnées  :  elle  consiste  en  ce 
que,  dans  ceux-ci,  les  arcs  dont  on  fait  usage  sont  toujours 
comptés  à  partir  de  l'origine  commune  de  tous  les  arcs,  qui 
est  l'extrémité  de  l'axe  des  x,  tandis  que,  dans  le  plan  des  yz, 
les  arcs  9  partent  de  l'extrémité  de  l'axe  des  7;  de  telle  sorte 
qu'au  point  de  vue  de  cette  origine  commune  ceux-ci,  à  leur 
point  de  départ,  en  sont  distants  horizontalement  de  la  valeur 
d'un  angle  droit.  Leur  véritable  représentation  algébrique  doit 
donc  être  soumise  à  deux  conditions  :  l'une  exprimant  leur 
perpendicularité  sur  le  plan  des  xy,  l'autre  définissant  la  dis- 
tance de  leur  point  de  départ  à  l'origine  commune.  La  pre- 
mière est  satisfaite  par  le  facteur  v  — i  accolé  à  9,  la  seconde 
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le  sera  par  l'addition  de  -•  Il  suit  de  là  que,  pour  le  plan 


2 


des  jz,  l'expression  de  l'arc  employé  pour  définir  la  direction 
ne  doit  pas  être  seulement  5  y  —  i  ;  agir  ainsi  ce  serait  évidem- 
ment confondre  ce  qui  concerne  ce  plan  avec  ce  qui  s'ap- 
plique à  celui  des  xz  ;  mais  la  confusion  disparaît  et  une  dis- 
tinction très-nette  s'établit  entre  les  deux  cas,  lorsqu'on  donne 
aux  angles  qui  caractérisent  le  dernier  leur  véritable  expres- 
sion -  H-  ô  V^— 1  • 
2 

D'ailleurs,  au  point  de  vue  analytique,  nous  allons  voir  que 
celte  manière  de  procéder  est  tout  à  fait  conforme  aux  prin- 

9 
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cipes  exposés  dans  l'arlicle  XVII,  et  conduit  à  l'expression 
connue  des  directions  dans  le  plan  des  rz. 

Dans  cet  article,  en  effet,  nous  avons  supputé  ce  que  sont 
en  grandeur  et  en  direction  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle 
a -h  jSy/— !•  Faisons-en  l'application  au  cas  actuel.  La  direc- 
tion cherchée  s'obtiendra  évidemment  en  ajoutant  le  cosinus 

dirigé  de  l'arc — h  6  \J — i  au  sinus  dirigé  du  même  arc. 

Or  la  valeur  générale  du  cosinus  de  a  +  î3\/— i  étant,  quant 
à  sa  grandeur,  cosacos(3,  ce  produit  deviendra  cos  -  cosô  et 

sera  par  conséquent  nul.  Nous  n'aurons  donc  pas  à  nous  en  oc- 
cuper, et  il  ne  nous  restera  qu'à  avoir  égard  à  ce  qui  concerne 
le  sinus  qui,  à  lui  seul,  doit  nous  donner  la  solution.  Quant 
à  la  grandeur  de  ce  sinus,  sa  valeur  générale  v^i-*-cos-acos)'|3 
se  réduit  ici  à  l'unité.  Sa  direction  a  pour  expression  générale 

I / v^ 

V  —  I  cosp  sina -I- y' — i        sin(3 


v/i  —  cos*a  cos*j3 
et  devient  dans  le  cas  actuel 


V^— icosôsin — f-v'— i       sini 
2        * 


ou  simplement 


V  — I  cos6 -I- v/— '        sin9. 


qui  est  en  effet  l'expression  connue  des  directions  dans  le 
plan  des^'z. 

Ces  explications  sont  le  complément  promis  de  celles  que 
nous  avons  déjà  données  dans  l'article  XVI,  lorsque  nous  nous 
sommes  spécialement  occupé  de  ce  qui  concerne  les  direc- 
tions situées  dans  les  plans  mêmes  des  coordonnées.  Ce  que 
nous  n'avons  pu  alors  constituer  qu'à  l'aide  de  points  de  vue 
particuliers  se  rattache  ainsi  à  la  théorie  et  aux  formules  gé- 
nérales des  directions. 

Les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d'entrer  nous  pa- 
raissent Irès-propres  à  faire  comprendre  la  distinction  essen- 
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tielle  qui  existe  entre  le  plan  des  yz  et  les  deux  autres.  Dans 
ceux-ci  les  arcs  partent  toujours  de  l'origine,  tandis  que  dans 
le  premier  leur  point  de  départ  pris  sur  l'axe  des  y  en  est 
distant  d'un  angle  droit  compté  sur  le  plan  de  base.  De  là 
des  dififérences  géométriques  provenant  de  ce  que  l'addition 

de  -  à  0  se  fait  non  dans  un  même  plan,  mais  dans  des  plans 

2 

perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  ce  qui  doit  naturellement  con- 
duire, au  point  de  vue  de  l'Algèbre,  à  des  fonctions  d'une 
autre  nature,  et  par  suite  à  des  règles  de  calcul  différentes 
des  premières. 

XXXVIII. 

Mais,  pour  être  complètement  édifié  sur  tout  ce  qui  con- 
cerne ce  sujet,  il  ne  faut  pas  se  borner  aux  seules  considéra- 
lions  que  nous  venons  de  faire  valoir  dans  l'article  précédent. 
On  serait,  en  effet,  en  droit  d'objecter  que  si,  dans  le  plan 
des  yz,  l'angle  6,  à  l'aide  duquel  on  définit  les  directions  qui 
appartiennent  à  ce  plan,  ne  pan  pas  de  l'origine,  et  si,  au 
point  de  vue  de  cette  origine,  l'expression  véritable  de  cet 

angle  doit  être  — \-  ôy/— i ,  il  est  toujours  possible  de  lui  sub- 
stituer un  arc  direct  partant  de  l'origine  et  équivalent,  tant  en 
grandeur  qu'en  direction,  a  l'addition  des  éléments  -  et  5  opé- 
rée par  voie  de  perpendicularité.  En  outre  cela  peut  se  faire 
non-seulement  pour  les  directions  situées  dans  le  plan  des  yz, 
mais  encore  pour  une  direction  quelconque,  ainsi  que  nous 
allons  l'expliquer. 

En  effet  soient  OC  {fi^-  3)  la  direction  donnée,  et  OB  sa  pro- 
jection sur  le  plan  des  xy,  sa  longitude  sera  l'arc  AB,  et  sa 
latitude  l'arc  BC.  Ces  deux  arcs  s'ajoutent  perpendiculaire- 
ment, et,  comme  les  règles  de  cette  addition  ne  sont  pas 
celles  qui  s'appliquent  aux  arcs  qui  s'ajoutent  dans  un  même 
plan,  on  est  conduit  à  dire  que  de  là  résultent,  pour  l'expres- 
sion analytique  de  la  direction,  des  conditions  nécessairemeni 
différentes  de  celles  qui  régissent  les  directions  planes. 
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Cette  observation  faite,  menons  un  plan  par  la  direction 
donnée  et  par  l'axe  des  x.  Ce  plan  coupera  la  sphère  unité 
suivant  un  arc  de  grand  cercle  CA,  et  l'on  pourra  prendre  cet 

Fig.  3. 
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arc  pour  l'un  des  éléments  à  l'aide  desquels  on  définira  la  di- 
rection. Or  cet  arc  part  évidemment  de  l'origine  commune, 
et,  comme  toutes  les  additions  qu'on  lui  fera  dans  son  plan 
s'exécuteront  suivant  les  règles  de  la  Trigonométrie  recti- 
ligne,  il  semble  qu'on  est  en  droit  de  conclure  que  le  passage 
d'une  direction  à  une  autre,  pourvu  que  ces  directions  ne 
sortent  pas  de  ce  plan,  devra  se  faire  à  l'aide  des  moyens  et 
procédés  applicables  aux  directions  planes. 

Au  point  de  vue  géométrique,  celte  conséquence  est  incon- 
testable ;  une  fois  la  position  du  plan  fixée,  et  elle  le  sera  par 
l'angle  qu'il  fait  avec  celui  des  xy,  le  passage  d'une  direction 
à  une  autre  dans  ce  plan  se  pratiquera  par  les  mêmes  opéra- 
lions  géométriques  que  celles  opérées  dans  le  plan  de  base. 

Mais,  au  point  de  vue  de  l'Algèbre,  les  circonstances  pour- 
ront ne  pas  se  présenter  avec  la  même  simplicité.  Il  faudra 
bien,  en  effet,  que,  dans  l'expression  analytique  de  la  direc- 
tion, figure  quelque  chose  qui  indique  qu'on  est  dans  un  cer- 
tain plan  plutôt  que  dans  un  autre.  Or  ce  quelque  chose  pourra 
modifier,  dans  les  calculs  ultérieurs,  la  nature  des  résultats 
qui  se  sont  primitivement  produits,  alors  que  ce  nouvel  argu- 
ment analytique  n'existait  pas,  ou  du  moins  n'existait  qu'à 
l'état  de  spécialité  jouissant  de  facultés  exceptionnelles  et  non 
générales.  La  représentation  par  l'Algèbre  des  procédés  géo- 
métriques ne  sera  pas  pour  cela  rendue  impossible,  mais  elle 
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obéira  ai  d'autres  prescriptions  que  celles  qui  s'appliquaient 
particulièrement  au  plan  des  xy,  et  cela  parce  que  le  nouveau 
plan  s'en  détache  d'un  certain  angle,  au  lieu  de  se  confondre 
avec  lui. 

Pour  se  bien  fixer  sur  ce  point  très-délicat  de  la  théorie  des 
directions,  il  n'est  pas  inutile  de  dire  ici  quelques  mots  de  la 
conception  générale  qu'on  peut  se  faire  de  leur  représenta- 
tion analytique.  D'ailleurs  cet  exposé  n'intéresse  pas  seule- 
ment la  question  actuelle:  il  est,  en  outre,  très-propre  à  éluci- 
der et  à  simplifier  un  grand  nombre  de  considérations  qui  se 
rattachent  à  cette  théorie. 

Convenons  de  représenter  par  la  lettre  (D  un  directif  quel- 
conque ;  ce  sera,  par  exemple,  un  de  ceux  i,  v^— i ,  y  — i 
qui  appartiennent  aux  axes,  ou  de  ceux  qui  s'appliquent  aux 
plans  des  coordonnées  et  qui  sont  de  l'une  des  formes 

cos9  -f-  ^—i  sin9,    cos 9  +  \f—i      sin9, 

V— I  cos9  -f-^— I       sin9, 

ou  enfin,  plus  généralement,  le  directif  d'une  droite  dans  l'es- 
pace. 

Cela  posé,  considérons  une  droite  quelconque  OD  [Jig.  4) 
dont  le  directif  sera  (D;  prenons  ensuite  une  seconde  droite  OC 

Fig.  4. 


également  quelconque,  et  faisant  avec  la  précédente  un  angle  <p. 
Dans  le  plan  COD  de  ces  deux  droites,  menons  par  l'extrémité 
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de  C  une  perpendiculaire  CE  sur  la  première.  Il  est  incontes- 
table qu'on  aura 

OC  dirigé  =  OE  dirigé  -f-  CE  dirigé, 

et  par  conséquent,  si  l'on  représente  par  Œ)'  le  direciif  de  la 
perpendiculaire  à  OD,  il  viendra 

OC  dirigé  =  (0  cos  cp  -f-  (E)'  sin  9. 

Il  résulte  de  là  qu'une  direction  quelconque  est  toujours 
susceptible  d'être  représentée  par  un  binôme,  dont  le  premier 
terme  exprime  le  cosinus  dirigé  d'un  certain  angle  et  dont  le 
second  terme  est  le  sinus  dirigé  du  même  angle.  Telle  est  la 
conception  la  plus  générale  qu'on  peut  se  l'aire  d'une  direc- 
tion ;  les  deux  directifs  (B  et  (D'  se  trouvent  d'ailleurs  assujettis 
à  la  condition  d'être  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  dans  un 
même  plan. 

Faisons  quelques  applications  de  ce  principe  général.  Si, 
par  exemple,  la  droite  OD  se  confond  avec  l'axe  des  x,  le  di- 
rectif  (D  sera  toujours  égal  à  l'unité.  Si,  en  outre,  la  droite  OC 
venait  s'appliquer  sur  le  plan  même  des  xy,  le  directif  du 
sinus  serait  simplement  \/—\  ;  la  direction  serait  alors  expri- 
mée par 

coscp  H-  \/—i  sin^. 


et  l'on  aurait  dans  ce  cas 

Si  la  droite  OD  se  confond  avec  l'axe  des  z,  et  si,  en  outre,  OC 
vient  s'appliquer  sur  le  plan  des  xz,  la  direction  sera  expri- 
mée par  _ 

\/— 1       coscp  -4-  sincp, 

et  l'on  aura  dans  ce  cas 

(Q  =  ^-i       ,     Œ)'=i. 

Si  la  droite  OD  se  trouve  dans  le  plan  xz,  et  si  sa  direction 
y  est  déterminée  par  la  condition  qu'elle  fait  un  angle  «  avec 
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l'axe  des  x,  son  direclif  (ô  sera  représenté  par 

cosa  -f-  y—  I       sina, 

et  celui  ©',  dans  le  cas  où  OC  serait  également  situé  dans  le 
plan  des  xz,  aura  pour  valeur 

, s!~^  (  I \'=^   .      V 

y  — I        Vcosa  +  v  — '       sina/. 

Ces  divers  exemples  sont  de  nature  à  faire  comprendre 
comment  les  expressions  (B  et  ô)'  sont  autorisées  à  intervenir 
dans  celle  de  la  direction  de  OC  considérée  dans  ses  rapports 
de  position  avec  OD. 

Ces  préliminaires  ainsi  établis,  ne  sortons  pas  du  même 
plan  COD,  pour  lequel  l'expression  de  OC  est 

(Dcoso  -i-(E)'sin9, 

et  prenons  dans  ce  plan  une  nouvelle  direction  OC  résultant 
de  l'addition  de  l'angle  o'  à  l'angle  9.  Le  directif  de  l'angle  9', 
considéré  isolément  et  rapporté  toujours  à  OD,  sera 

(Dcos9'h-  (D'sinç'. 

Dans  cette  expression  (D  et  (D'  ont  exactement  les  mêmes 
valeurs  que  précédemment,  puisque  la  direction  de  OD  et 
celle  de  sa  perpendiculaire  dans  le  plan  considéré  sont  inva- 
riables. Enfin  la  direction  OC,  répondant  à  l'angle  9  -f-  9',  sera 
exprimée  par 

(Dcos(9  "+"  ?')  +  ®'sin(9  -4-  9'). 

.  Cela  posé,  que  faudrait-il  pour  que  la  loi  algébrique  qui 
réglera  le  passage  d'une  direction  à  une  autre  fût  encore  ici 
la  même  que  dans  le  plan  des  xyl  II  faudrait  qu'on  eût 

((î)cos9  -t-(D'sin9){(î)cos9'  +  (D'sin9') 
=  (Dcos((p  H-  9')  H-(D'sin(9  -4-  9'), 

relation  qui,  lorsque  le  premier  membre  est  développé,  de- 
vient 

®'cos  9  cos  9'  4-  CD" sin  9  sin  9'  -t-  (D^D'  sîn  (9  +  9') 

=  (Ocos(9  4-  9')  4-  (£>'sin(9  4-  9'), 
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et  qu'on  peut  mettre  finalement  sous  la  forme 

®((î)  — i)cos(9  +9')  H- (CD' -4-  (Q'^)  sin9  sln9' 

+  cD'(cô—  i)  sin(9  -r  9')  =  o. 

Or,  si  l'on  veut  que  cette  équation  ait  lieu,  quels  que  soient 
les  angles  9  et  9',  il  faudra  que  les  coefficients  qui  multiplient 
les  fonctions  de  ces  deux  quantités  soient  nuls,  ce  qui  s'ob- 
tiendra en  posant 

(D  —  I  =  o,     (D=  -I-  (B'^  =  o. 

De  la  première  condition,  il  résulte  que,  le  direclif  (D  devant 
être  égal  à  i,  la  loi  en  question  ne  peut  exister  que  pour  des 
plans  passant  par  l'axe  des  x.  D'un  autre  côté,  la  seconde  con- 
dition exige  que  CD''  soit  égal  à  —  i,  ce  qui  ne  se  réalise,  ainsi 

que  nous  l'avons  vu,  que  pour  les  valeurs  V — 1  et  sj' — 1  de  CD'. 
Cette  analyse  met  donc  complètement  à  jour  les  raisons 
pour  lesquelles  la  loi  dont  il  s'agit  s'applique  aux  deux  plans" 
des  xy  et  des  xz,  et  elle  nous  fait  voir  en  même  temps  par 
suite  de  quelles  circonstances  algébriques  elle  ne  saurait 
convenir  à  d'autres  plans  que  ceux-là. 

XXXÏX. 

La  considération  sur  laquelle  nous  venons  de  nous  appuyer, 
et  de  laquelle  il  résulte  qu'une  direction  quelconque  OC 
peut  toujours  être  rapportée  à  une  direction  donnée  OD  [voir 
la  figure  précédente),  lorsqu'on  connaît  d'ailleurs  l'angle  9 
qu'elles  font  entre  elles,  mérite  une  attention  particulière, 
parce  qu'elle  se  reproduira  souvent  dans  nos  recherches  :  elle 
soulève  l'importante  question  de  mener  dans  l'espace  une 
perpendiculaire  à  une  droite  donnée. 

On  remarquera  à  ce  sujet  que  dans  l'expression 

CDCOS9  +  CD'sin9, 

qui  a  figuré  dans  le  précédent  article,  le  coefficient  (D  qui 
multiplie  COS9  est  le  directif  de  01),  et  doit  par  conséquent 
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êlre  toujours  considéré  comme  connu,  puisque  OD  est  une 
direction  complètement  et  explicitement  définie.  Quant  à  ô)', 
sa  détermination  résulte  de  ce  que  la  direction  qu'il  repré- 
sente est  perpendiculaire  à  OD  et  qu'elle  est  située  dans  le 
plan  OCD;  mais  sa  valeur  n'est  pas  immédiatement  exprimée 
comme  l'est  celle  de  (©,  et,  pour  l'obtenir,  il  est  nécessaire 
d'eflfectuer  certains  calculs.  Nous  nous  expliquerons  plus  tard 
sur  l'indication  générale  de  ceux-ci.  Pour  le  moment  nous 
simplifierons  la  question  en  supposant  que  la  droite  OD,  au 
lieu  d'être  quelconque,  se  trouve  située  dans  le  plan  des  xy. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  consiste 
donc  à  déterminer  la  direction  d'une  droite  perpendiculaire  à 
une  autre  droite  tracée  sur  ce  dernier  plan  des  coordonnées. 

Ce  problème  est,  comme  on  sait,  susceptible  d'une  infinité 
de  solutions.  Si,  en  effet,  au  point  de  vue  géométrique,  on 
fait  passer  par  l'origine  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite 
donnée,  toute  droite  située  dans  ce  plan  sera  perpendiculaire 
à  la  proposée.  Il  est  donc  nécessaire,  si  l'on  veut  que  la  ques- 
tion soit  déterminée,  de  s'imposer  une  nouvelle  condition. 

A  cet  effet,  nous  supposerons  que  par  la  droite  donnée  on 
mène  un  plan  faisant  un  angle  A  avec  celui  des  xy~  et  nous  dé- 
terminerons celle  des  perpendiculaires  qui  se  trouve  située 
dans  ce  plan. 

Si  ô  est  l'angle  que  fait  la  droite  donnée  avec  Taxe  des  x,  la 
direction  de  cette  droite  sera 

ces  6  -t-  v'—  1  sin  5. 

Quant  à  sa  perpendiculaire,  dans  le  plan  considéré,  sa  latitude 
sera  évidemment  l'angle  A,  et  sa  longitude  sera  celle  de  sa 
projection  sur  le  plan  xy\  Or,  cette  projection  étant  dans  ce 
dernier  plan  perpendiculaire  à  la  droite  donnée,  il  en  résulte 

que  la  longitude  cherchée  aura  pour  valeur  l'angle  6  -f-  -•  De 

ces  déterminations  on  conclut  que  la  direction  de  la  perpen- 
diculaire ci-dessus  définie  sera 


cos 


A    cos(  0  +  -  J  4-\/— I  sinf  5  +  - j    -f-  v^— i     'sinA, 
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expression  qui  prend  la  forme 

cosA  (— sin0  +  y/— 1  cosô) -+- v^— 1       sinx\. 

Si,  au  lieu  de  se  trouver  darjs  le  plan  des  xy,  la  droite  don- 
née était  située  sur  celui  des  xz,  sa  direction  serait  repré- 
sentée par  une  expression  de  la  forme 

cosyj  +  \'  —  i        sinvy, 

dans  laquelle  •/]  est  l'angle  que  fait  la  droite  avec  l'axe  des  x. 
Faisant  passer  par  celte  droite  un  plan  quelconque  el  B  étant 
l'angle  de  ce  plan  avec  celui  des  xz,  la  perpendiculaire  con- 
tenue dans  ce  plan  aura  pour  latitude  rapportée  aux  xz 
l'angle  B  ;  le  sinus  de  cette  latitude  aura  d'ailleurs  une  direc- 
tion parallèle  à  l'axe  des  j.  Quant  à  la  longitude,  ce  sera  celle 
de  la  projection  de  la  perpendiculaire  sur  le  plan  des  xz.  Or, 
celte  projection  étant  à  son  tour  perpendiculaire  à  la  droite 
donnée,  il  en  résulte  que  la  longitude  cherchée  aura  pour 

valeur/}  +  -•  La  direction  de  la  perpendiculaire  en  question 

sera  d'après  cela  • 

cosB    cos(y!  4-  -Jh-  \,/—i^   '  sin(  vî  -h  -  I  U-  \J—i  sinB, 

expression  qui  prend  la  forme 

cosB(— sinv) -+•  v/-i      '  COS-/Î  j+ y/— ^sinB. 

Enfin,  si  la  droite  donnée  est  située  sur  le  plan  des  jz,  el 
si  V  est  l'angle  fait  avec  l'axe  des  j,  sa  direction  sera 

y/'— I  cosv  ■+-  sj—i       sinv. 

Faisant  passer  par  cette  droite  un  plan  et  C  étant  l'angle  de  ce 
plan  avec  celui  des  j2,  la  perpendiculaire  à  la  droite  dans  ce 
plan  aura,  par  rapport  aux  jz,  une  latitude  égale  à  C  el  dont 
le  sinus  sera  parallèle  à  l'axe  des  x.  Quant  à  sa  longitude,  ce 
sera  celle  de  sa  projection  sur  le  plan  des  r-z,  et,  comme  celle 
projection  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée,  il  s'ensuit 
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que  la  longitude  cherchée  aura  pour  valeur  v  4-  -•  En  consé- 
quence la  direction  de  la  perpendiculaire  en  question  sera 

cosCJ  y  — I  cosf  y  H-  -  |-+-  V  —  '  ^    '  sin(  y  -f-  -  j  j  -f-  sinC, 

expression  qui  prend  la  forme 

cosC\ —  V — '  sinv  -I-  \  —  I       cosv/-!-  sinC. 

Telles  sont  les  formules  à  l'aide  desquelles  on  pourra  dé- 
terminer les  directions  des  perpendiculaires  à  des  droites 
situées  sur  un  quelconque  des  plans  des  coordonnées. 

Nous  verrons  plus  tard,  lorsque  nous  nous  occuperons  des 
directions  qui  concernent  les  plans,  que  ceci  nous  donnera  les 
moyens  d'écrire  l'expression  de  la  direction  de  plans  perpen- 
diculaires à  des  droites  tracées  sur  les  plans  des  xy^  des  xz 
et  des  yz. 

XL. 

Les  solutions  des  problèmes  qu'on  peut  se  proposer  sur 
les  directions  des  droites  sont,  comme  on  sait,  singulièrement 
facilitées  par  la  considération  de  plans  passant  par  ces  droites 
ou  faisant  avec  elles  certains  angles  déterminés.  Pour  peu 
qu'on  se  soit  occupé  des  questions  de  la  Géométrie  de  l'es- 
pace, on  a  pu  se  convaincre  de  la  vérité  que  nous  venons  d'é- 
noncer. C'est  par  ce  motif  que  nous  reporterons  l'exposé  des 
recherches  que  nous  avons  à  présenter  à  ce  sujet  après  celui 
qui  concerne  la  détermination  des  directions  des  plans.  11  ne 
faudrait  pas  croire  toutefois  que,  sans  ces  auxiliaires,  les  pro- 
blèmes soient  insolubles  ;  seulement  les  développements 
qu'ils  exigent  alors  sont  plus  compliqués.  Nous  n'y  insiste- 
rons donc  pas  en  ce  moment  ;  mais,  pour  donner  une  idée 
des  moyens  à  mettre  en  œuvre  avec  les  seules  ressources  qui 
sont  actuellement  à  notre  disposition,  nous  traiterons  une  des 
plus  importantes  questions  qu'on  puisse  se  proposer  au  sujet 
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des  directions  des  droites  considérées  dans  l'espace,  celle  qui 
consiste  à  déterminer  l'angle  de  deux  droites. 

Nous  supposerons  que  ces  deux  droites  passent  par  l'ori- 
gine 0  et  qu'elles  percent  la  sphère  unité  aux  points  P  et  P'. 
La  figure  étant  très-simple,  nous  pouvons  nous  dispenser  de 
la  tracer:  a  et  (3  seront  la  longitude  et  la  latitude  de  la  pre- 
mière droite,  ot!  et  (3'  la  longitude  et  la  latitude  de  la  seconde. 

Cela  posé,  si  l'on  joint  le  point  P  avec  le  point  P',  on  pourra 
écrire 

OP'  dirigé  +  PP'  dirigé  =  OP  dirigé, 

condition  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

OP  dirigé  —  OP'  dirigé  =  PP'  dirigé, 

et  dans  laquelle  tout  est  connu  dans  le  premier  membre. 

Si  maintenant  on  remarque  que  OP  et  OP'  sont  égaux  à 
l'unité  et  si  l'on  désigne  par  yj  et  Ç  la  longitude  et  la  latitude 
de  PP',  cette  équation  deviendra 

cos|3(cosa  H- y/— I  sina)4- v/— ^       sin[3 

—  cosP'(cosa'  + y/— I  sina')  — y/— i^      sin[3' 

=  PP'[cosÇ(cosy)  H- v^— I  sinrj) -1-^/— 1       sinÇj. 

De  là  on  déduit,  en  égalant  respectivement  le  réel  au  réel 
et  les  imaginaires  aux  imaginaires,  les  trois  équations  de  con- 
dition suivantes  : 

cos^cosa— cos(3'cosa'  =  PP'cosÇcosïî, 
cos^sina  —  cos(3'sina'  =  PP'cosÇ  sinn, 
sin^  — sin|3'=PP'sinÇ. 

Prenant  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  équations,  il  vient 

2— 2[cos(3cos(3'(cosacosa'-+-sinasina'}  +  sinpsin(3']=(PP')', 

et  plus  simplement 

2  —  2[cos(3cosp'cos(a  — a')  +  sin[3sin(3'J  =  (PP')'; 

mais,  si  dans  le  triangle  OPP'  on  désigne  par  9  l'angle  en  0 
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qui  est  précisément  celui  des  deux  droites,  et  si  l'on  ne  perd 
pas  de  vue  que  OP  et  OP'  sont  chacun  égaux  à  l'unité,  il  est 
connu  qu'on  aura 

2  —  2C0SO  =z(PP']-; 

comparant  celte  équation  avec  la  précédente,  on  en  déduit 
immédiatement 

COS9  =  cos^cos(3'cos(a  —  a')  -+-  sin(3sinp': 

telle  est,  en  fonction  des  données,  la  valeur  du  cosinus  de 
l'angle  cherché. 

Celle  analyse  nous  donne  les  moyens  non-seulement  d'éva- 
luer l'angle  de  deux  droites,  mais  en  outre  de  connaître  le 
direciif  de  PP',  c'est-à-dire  d'une  corde  quelconque  de  la 
sphère  dont  les  extrémités  P  et  P'  sont  données. 

La  connaissance  de  ce  direciif  dépend,  en  effet,  de  la  déter- 
mination de  ^  et  de  ri.  Or  la  dernière  des  trois  équations  de 
condition  donne  immédiatement 

.    ^       sinS  —  sin5' 
sin?= — ^^ppT — ---, 

mais  nous  venons  de  voir  que  PP'  est  égal  à  v'2  —  2  cosç;  il 
viendra  donc 

.    .,       sinS  —  sinS' 

^2  —  2  COS9 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  remplacer  coso  dans  cette  expres- 
sion par  la  valeur  ci-dessus,  pour  obtenir  sinÇ  en  fonction 
des  données  (3,  |3',  a,  a'. 

Quant  au  cosinus  du  même  angle,  il  sera  donné  par  la  for- 
mule 


j,  /         sin3  -sm3'  ,- 

cosÇ  =  i  /  I—  ^ ^ ?— - 

V  2  —  2  coso 


Faisant  maintenant  usage  de  celle  valeur  de  cosÇ,  dans  les 
deux  premières  équations  de  condition,  celles-ci  donnent  pour 
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cos/j  et  sin/i,  après  avoir  remplacé  PP'  par  ^a  —  acoso,  savoir 
rosj3  cosa  —  fos[3'cosa' 


cos-/) 


sin/j 


y/2  —  2  coscp  —  (sin[3  —  sin[3')'^ 

cos  {3  si n  a  —  ros|3'sina' 
sji  —  2  cos(p  —  (sii)[i  —  sin^')' 


On  peut  faire  disparaître  9  de  ces  expressions  et  les  obtenir, 
ainsi  qu'il  suit,  en  fonction  des  seules  données  de  la  question  : 

cos  s  cos  a  —  cos  S'  ros  a' 

C0S73  —  r  r 


sinvî 


\/cos'[3  -+-  cos*|3'  —  2  cos(3  cos  (3' cos  (a  —  a') 
COS  (3  si  n  a  —  cos|3'sina' 

Vcos'jS  +  cos^p'—  2cosj3  cos(3'cos(«  —  a'] 


Les  autres  questions  très-diverses  qu'on  peut  se  proposer 
sur  les  directions  des  droites  seront  traitées  avec  tout  le  déve- 
loppement qu'elles  comportent,  lorsque,  après  nous  être  expli- 
qué sur  les  directions  des  plans,  nous  procéderons  aux  éludes 
qui  ont  pour  objet  la  combinaison  de  l'élément  continu  de  la 
longueur  avec  celui  de  sa  direction,  ce  qui  embrasse  évidem- 
ment tous  les  cas  possibles  de  la  Géométrie. 


—  m  - 


CHAPITRE  TROISIÈME. 


REPRESEÎSTATION  ALGEBRIQUE  DES  DIRECTIONS  POUR  LES  PLANS.  —  RAPPORTS 
DES  PLANS,  SOIT  ENTRE  EUX,  SOIT  AVEC  DES  DROITES,  AU  POINT  DE  VUB 
DIRECTIF. 

Sommaire.  —  XLI.  Nécessité  de  se  rendre  compte  des  moyens  géométriques  à 
l'aide  desquels  on  procède  à  la  détermination  des  plans.  Exemples  divers  et 
discussions  y  relatives.  —  XLII.  Indication  des  principes  à  l'aide  desquels  il 
a  été  possible  d'établir  des  analogies  et  des  équivalences  entre  la  Géométrie 
et  l'Algèbre,  en  ce  qui  concerne  les  directions  des  droites.  Conditions  aux- 
quelles devront  satisfaire  ces  équivalences,  si  elles  existent,  pour  ce  qui  est 
relatif  à  l'élément  direclif  des  plans.  —  XLIII.  Détermination  de  l'équivalent 
algébrique  de  la  direction  des  plans  qui  passent  par  les  axes.  —  XLIV.  In- 
tersection de  ces  plans  avec  le  plan  des  coordonnées  auquel  ils  sont  perpen- 
diculaires. Intersection  de  deux  plans  passant  par  deux  axes  différents. 
Double  forme  sous  laquelle  se  présente  le  directif  de  cette  intersection. 
Identité  de  ces  deux  formes.  —  XLV.  Directifs  des  plans  perpendiculaires 
aux  plans  des  coordonnées  ou  perpendiculaires  à  une  droite  tracée  sur  l'un 
des  plans  des  coordonnées.  Les  correspondances  géométriques  qui  existent 
entre  ces  deux  catégories  de  plans  et  celle  dont  il  a  été  question  à  l'ar- 
ticle XLllI  se  reproduisent  exactement  en  Algèbre.  —  XLVI.  Directifs  des 
plans  passant  par  une  droite  tracée  sur  le  plan  des  xj'  et  qui  font  avec  ce 
plan  un  angle  donné.  —  XLVII.  Intersections  de  ces  plans  avec  ceux  des 
coordonnées.  Nouvelles  concordances  remarquables  entre  les  faits  géomé- 
triques et  les  principes  analytiques.  —  XLVIII.  Directifs  des  plans  passant  : 
1°  par  une  droite  tracée  sur  le  plan  des  a:z  et  faisant  avec  ce  plan  un  angle 
donné  ;  3°  par  une  droite  tracée  sur  le  plan  des  j-z  et  faisant  avec  ce  plan 
un  angle  donné.  —  XLIX.  Détermination  des  angles  A,  B,  C  que  fait  un  plan 
donné  avec  les  trois  plans  des  coordonnées.  —  L.  Vérification  des  formules 
précédentes  et  usage  des  valeurs  de  A,  B,  C  pour  obtenir  le  directif  dune 
perpendiculaire  à  un  plan.  —  LI.  Détermination  du  directif  de  l'intersection 
de  deux  plans.  —  LU.  Concordances  entre  les  formules  déduites  des  prin- 
cipes directifs  et  celles  qui,  d'après  les  seules  considérations  géométriques, 
constituent  la  théorie  complète  de  la  Trigonométrie  sphérique.  —  LUI.  Dé- 
termination de  l'angle  formé  par  l'intersection  de  deux  plans.  —  LIV.  Direc- 
tif d'un  plan  faisant  avec  un  autre  plan  un  angle  donné.  Examen  du  cas 
particulier  où  cet  angle  est  droit.  —  LV.  Conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire une  droite  pour  être  contenue  dans  un  plan  donné.  —  LVI.  Conditions 
auxquelles  doit  satisfaire  un  plan  pour  passer  par  une  droite  donnée.  — 
LVII.  Détermination  de  l'angle  que  fait  an  plan  avec  une  droite  donnée.  — 


—  144  - 

LVIII.  Expression  du  dircctif  d'un  plan  passant  par  deux  droites  données. 
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galion. 


XLI. 

Avant  de  procéder  à  la  recherche  des  rapports  qui,  en  ce 
qui  concerne  les  plans,  peuvent  exister  entre  les  deux  sciences 
de  l'étendue  et  du  calcul,  il  est  indispensable  de  se  rendre  un 
compte  exact  des  moyens  géométriques  à  l'aide  desquels  on 
procède  à  la  détermination  des  plans.  Quand  ces  moyens  se- 
ront connus  et  bien  compris,  il  sera  plus  facile,  d'abord,  de 
s'assurer  si  des  relations  peuvent  à  cet  égard  exister  entre  la 
Géométrie  et  l'Algèbre,  et  en  second  lieu  de  déterminer,  au 
cas  où  elles  existeraient  en  effet,  quelle  en  doit  être  la  nature 
et  quelle  en  sera  l'expression. 

On  sait  qu'au  point  de  vue  géométrique  trois  conditions 
sont  nécessaires  pour  fixer  invariablement  la  position  d'un 
plan.  Ces  conditions  consisteront,  par  exemple,  dans  la  fixa- 
tion de  trois  points  par  lesquels  le  plan  devra  passer,  ou  bien 
dans  celle  de  deux  droites  qui  se  coupent,  ou  encore  dans  la 
détermination  d'une  droite  et  d'un  point  qui  seront  contenus 
l'un  et  l'autre  dans  le  plan  en  question,  ou  enfin  à  l'aide  de 
toute  autre  combinaison  équivalente. 

La  constatation  de  l'équivalence,  que  nous  mentionnons 
ici,  doit  toujours  être  soigneusement  faite,  de  manière  qu'on 
soit  toujours  bien  certain  que  les  conditions  données  sont 
au  nombre  de  trois  et  qu'elles  ne  sont  ni  inférieures  ni  supé- 
rieures à  ce  nombre  ;  car,  dans  la  première  de  ces  deux  cir- 
constances, la  position  du  plan  serait  toujours  indéterminée, 
et  dans  la  seconde  elle  serait  le  plus  souvent  impossible. 

Si,  par  exemple,  les  trois  points  donnés  étaient  situés  sur 
une  même  droite,  tout  plan  passant  par  cette  droite  contien- 
drait les  trois  points,  et  par  conséquent  le  problème  serait 
indéterminé.  Cela  résulte  de  ce  que  les  conditions  sont  alors 
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réduites  aux  deux  seulement  qui  sont  nécessaires  pour  la  fixa- 
lion  d'une  droite.  Si,  au  contraire,  on  voulait  que  le  plan  pas- 
sât par  deux  droites  données,  comme  la  fixation  de  chaque 
droite  exige  deux  points,  on  voit  qu'il  faudrait  satisfaire  à 
quatre  conditions,  ce  qui  est  généralement  impossible  ;  mais, 
lorsque  les  droites  se  coupent,  ces  conditions  se  réduisent  à 
trois,  parce  que,  le  point  d'intersection  étant  donné,  il  n'en 
faut  plus  connaître  qu'un  nouveau  pour  fixer  la  position  de 
chaque  droite.  C'est  ce  qui  arrive  encore  lorsque  les  deux 
droites  sont  assujetties  à  la  condition  d'être  parallèles,  parce 
qu'alors,  l'une  des  droites  étant  déterminée  par  deux  points,  il 
n'en  faut  plus  qu'un  pour  fixer  sa  parallèle. 

Dans  les  divers  exemples  que  nous  venons  de  passer  en 
revue,  la  détermination  du  plan  se  fait,  soit  par  des  points, 
soit  par  des  droites,  soit  par  la  combinaison  des  uns  avec  les 
autres;  mais  on  peut  aussi  faire  intervenir  pour  cette  déter- 
mination la  considération  d'autres  plans  et  d'angles,  et  associer 
ceux-ci  avec  tout  ou  partie  des  éléments  ci-dessus  indiqués. 

Par  exemple,  une  droite  étant  tracée  sur  un  plan  donné,  on 
peut  assujettir  un  plan  à  passer  par  cette  droite  et  à  faire  avec 
le  plan  donné  un  certain  angle  o.  Il  est  facile  de  se  convaincre 
qu'un  tel  énoncé  n'impose  ni  plus  ni  moins  que  trois  condi- 
tions et  qu'il  se  ramène  au  cas  dans  lequel  un  plan  est  déter- 
miné par  deux  droites  qui  se  coupent.  En  effet,  si  par  un 
point  quelconque  A  de  la  droite  on  mène  un  plan  perpendicu- 
laire à  celte  droite,  ce  plan  coupera  le  plan  donné  suivant  une 
ligne  qui  sera  l'un  des  côtés  de  l'angle  <p,  l'autre  côté  de  cet 
angle  sera  une  droite  dont  la  situation  se  trouve  invariable- 
ment fixée  par  la  valeur  de  o  et  qui,  sous  peine  de  ne  pas  sa- 
tisfaire aux  conditions  de  l'énoncé,  doit  être  contenue  dans  le 
plan  cherché  ;  la  question  est  donc  ramenée  à  faire  passer  un 
plan  par  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  A. 

Mais,  si  le  plan  donné  ne  contenait  pas  la  droite  donnée,  il 
ne  serait  pas  certain  que  le  problème  fut  toujours  possible. 
Pour  nous  éclairer  à  ce  sujet,  appelons  R  le  point  de  rencontre 
de  la  droite  et  du  plan  ;  par  ce  point,  menons  au  plan  une  per- 
pendiculaire, et  considérons  cette  perpendiculaire  comme 
l'axe  d'une  surface  conique  dont  le  sommet  est  en  R  et  dont 
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l'angle  générateur  est  le  complément  de  l'angle  9.  Comme  le 
point  R  est  sur  la  droite  donnée,  le  plan  cherché  doit  passer 
par  ce  point  ;  d'ailleurs  ce  dernier  plan  ne  peut  faire  un  angle  9 
avec  le  plan  donné  qu'à  la  condition  d'être  tangent  à  la  sur- 
face conique  ci-dessus.  Cela  posé,  par  rapport  à  ce  cône,  la 
droite  pourra  être  dans  trois  situations  différentes,  savoir  : 
elle  sera  ou  extérieure  au  cône  ou  intérieure,  ou  bien  elle  se 
confondra  avec  une  de  ses  génératrices.  Dans  le  premier  cas,  le 
problème  sera  résolu  à  l'aide  d'un  plan  passant  par  cette  droite 
et  tangent  au  cône  :  on  voit  même  qu'il  y  aura  deux  solutions  ; 
dans  le  dernier  cas,  ces  deux  solutions  se  réduiront  à  une.  On 
voit  d'ailleurs  que,  dans  ces  deux  circonstances,  la  question 
est  ramenée  à  faire  passer  un  plan  par  deux  droites  qui  se 
coupent  au  point  R;  mais,  lorsque  la  droite  donnée  se  trouvera 
intérieure  au  cône,  tout  plan  passant  par  elle  étant  nécessai- 
rement sécant  à  ce  cône,  il  n'y  aura  pas  de  solution  possible. 
Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'examen  de  ces  considé- 
rations, qui  sont  purement  géométriques  et  que  le  lecteur 
pourra  développer  à  loisir;  mais  nous  avons  dû  appeler  l'at- 
tention sur  ce  sujet,  afin  qu'on  ne  perde  pas  de  vue  que,  dans 
les  recherches  qui  ont  pour  objet  de  déterminer  les  rapports 
qui  peuvent  exister  entre  deux  sciences,  il  faut  toujours  s'é- 
clairer au  préalable  sur  les  principes  et  sur  les  facultés  qui 
font  partie  du  domaine  individuel  de  chacune  de  ces  sciences. 
Ce  n'est  qu'après  que  cette  connaissance  est  bien  acquise 
qu'on  est  en  mesure  de  se  prononcer  sur  les  relations  et  les 
équivalences  qui  peuvent  exister  de  l'une  à  l'autre.  Telle  est 
la  voie  dans  laquelle  nous  sommes  entré  dès  le  début  de  nos 
études  sur  les  rapports  de  la  Géométrie  et  de  l'Algèbre  et  que 
nous  allons  continuer  de  poursuivre  dans  l'exposé  suivant,  qui 
a  pour  objet  tout  ce  qui  se  rattache  à  la  direction  des  plans. 


XLII. 

En  ce  qui  concerne  les  droites,  l'idée  que  nous  nous  faisons 
de  la  direction  est  inséparable  de  l'idée  d'unité.  La  constitu- 
tion de  ces  sortes  de  lignes  est  telle,  en  effet,  que  nous  ne 
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pouvons  les  concevoir  que  sous  la  condilion  que  l'élémeni 
direciif  y  reste  le  même  pour  tous  les  points:  l'élément  con- 
tinu seul,  la  longueur,  y  change  lorsqu'on  passe  d'un  point  à 
un  autre  ;  mais  le  caractère  essentiel  de  la  droite,  au  point  de 
vue  de  la  direction,  est  l'invariabilité. 

Il  fallait  donc,  pour  que  l'Algèbre  fût  apte  à  représenter  la 
droite  telle  que  la  constituent  les  conceptions  géométriques, 
qu'il  se  trouvât  dans  cette  science  une  expression  propre  à 
convenir  à  tous  les  points  d'une  droite.  C'est  ce  qui  existe,  en 
effet,  et  ce  qui,  en  particulier,  est  d'une  détermination  très- 
facile  quand  on  ne  sort  pas  du  plan.  Ayant  pris,  en  effet,  un  point 
quelconque  P  sur  une  droite  passant  par  l'origine  0,  et  ayant 
abaissé  de  ce  point  une  perpendiculaire  PA  sur  la  ligne  de 
base,  le  chemin  dirigé  OP  est  géométriquement  équivalent  à  la 
somme  des  chemins  OA  +  V—'  PA,  somme  qui  peut  s'écrire 

„„/0A        /— PA\ 

Or,  dans  cette  expression,  le  second  facteur,  par  suite  de  la 

OA      PA  .         .  u. 

constance  des  rapports  ^^rg  et  tth'  reste  invariable,  et  convient 

par  conséquent  à  tous  les  points  de  la  droite  ;  c'est  celui  qui 
constitue  l'élément  directif.  Le  premier  facteur  seul,  qui  re- 
présente l'élément  continu,  change  quand  on  passe  d'un  point 
à  un  autre.  On  voit  ainsi  comment  s'établissent  des  relations- 
intimes  entre  les  conceptions  géométriques  et  les  facultés 
propres  à  l'Algèbre,  et  de  là  résulte  la  possibilité  de  repré- 
senter les  unes  par  les  autres. 

Si,  au  lieu  de  droites  contenues  dans  un  même  plan,  il  s'agit 
d'une  droite  située  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace, 
des  concordances  analogues  peuvent  être  établies.  En  effet, 
ayant  pris  [fig-  5)  le  point  0  pour  origine  et  la  droite  OX  pour 
axe  des  x,  considérons  une  droite  arbitraire  OP  se  projetant 
sur  le  plan  des  .rj  suivant  OA.  D'un  point  quelconque  P  de 
celte  droite,  abaissons  sur  ce  dernier  plan  la  perpendicu- 
laire PA,  et  puis  du  point  A  la  perpendiculaire  AB  sur  l'axe 
des  X.  Il  est  certain  que  géométriquement,  et  en  vertu  des 


principes  qui  régissent  les  perpendicularilés,  le  chemin  di- 
rigé OP  sera  égal  à 

OB -f- v/^  AB  +  v/^  "^'^  PA  ; 


mais  les  deux  premiers  termes  peuvent  s'écrire 

l'expression  ci-dessus  de  OP  dirigé  devient  donc 
/OB       , —  AB\       ^ — ;r; 

et  celle-ci  à  son  tour  prend  la  forme 

„„rOA/OB        , AB\        — v'-PAT 

nÔpiôÂ^^-'ÔA)-^^-'       ÔPJ- 

Or  tous  les  rapports  contenus  dans  le  second  facteur  restant 
constants,  quel  que  soit  le  point  P  qu'on  aura  choisi  sur  la 
droite,  ce  facteur  jouit  du  privilège  d'être  immuable,  et  de- 
vient ainsi  le  représentant  naturel  de  ce  qu'il  y  a  d'invariable 
dans  la  droite,  c'est-à-dire  de  sa  direction.  Quant  au  premier 
facteur  OP,  c'est  l'élément  continu,  et  celui-ci  change,  comme 
cela  doit  être,  lorsqu'on  passe  d'un  point  à  un  autre. 

Mais,  si  de  la  droite  on  passe  au  plan,  les  considérations 
géométriques  qui  se  rattachent  aux  directions  subissent  de 
profondes  modifications.  Tandis  qu'en  chaque  point  de  la 
droite  l'idée  de  la  direction  est  unique,  il  n'en  est  pas  de 
même  sur  le  plan,  puisque,  par  chacun  de  ses  points,  nous 
concevons  qu'on  peut  faire  passer  une  infinité  de  droites  et 
que  ces  droites  sont  très-diversement  dirigées.  Il  faudra  donc. 
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s'il  existe  en  Algèbre  une  expression  susceptible  de  nous 
donner  l'idée  et  la  mesure  de  ce  qui  se  passe  sur  le  plan,  au 
point  de  vue  directif,  que  cette  expression  jouisse  de  la  pro- 
priété de  convenir  à  la  fois  à  toutes  les  directions  des  droites 
qui,  passant  par  un  même  point  du  plan,  sont  contenues  dans 
ce  plan.  De  là  résulte  la  nécessité  que,  dans  celte  expression, 
figure  un  élément  variable  comme  le  sont  les  directions  de 
toutes  ces  droites;  mais  en  même  temps,  comme  ces  droites, 
quoique  en  nombre  infini,  ne  sont  pas  quelconques,  comme 
elles  sont  assujetties  à  être  toutes  contenues  dans  le  plan  con- 
sidéré, il  faudra  qu'il  se  trouve  dans  l'expression  en  question 
un  élément  fixe  propre  à  réaliser  la  condition  en  vertu  de 
laquelle  il  n'y  aura  de  directions  acceptables  que  celles  des 
droites  qui  ne  sortent  pas  du  plan.  Ce  n'est  évidemment  que 
lorsqu'on  sera  parvenu  à  soumettre  une  expression  algébrique 
à  cette  double  condition  de  constance  d'une  part,  de  variabi- 
lité de  l'autre,  que  cette  expression  pourra  devenir  le  repré- 
sentant analytique  des  faits  naturels  en  vertu  desquels  la  con- 
ception géométrique  du  plan  nous  est  acquise. 

Quelque  compliqué  que  paraisse  ce  programme  au  premier 
abord,  on  va  voir  que,  non-seulement  il  n'est  pas  impossible 
d'y  satisfaire,  mais  que  sa  réalisation  peut  s'obtenir  sans  dif- 
ficulté. 

Toutefois,  pour  aller  du  simple  au  composé,  nous  nous 
occuperons  d'abord  d'une  catégorie  de  plans  spécialisée  par 
la  condition  qu'ils  sont  assujettis  à  passer  par  l'un  des  trois 
axes  des  coordonnées.  Dans  les  articles  suivants  nous  don- 
nons l'exposé  de  ces  premières  recherches. 


XLIII. 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'axe  choisi  est  celui  des  x. 
Un  plan  passant  par  cet  axe  est  complètement  défini  en  Géo- 
métrie, lorsqu'on  connaît  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  des  xy. 
Cet  angle,  d'après  les  notations  admises  à  l'article  XXIX,  est 
représenté  par  le  symbole  (^Y). 

Par  un  point  quelconque  du  plan,  menons  une  droite  assa- 


—  150  — 

jellie  à  la  seule  condition  d'èlrc  conicnuc  dans  le  plan.  Celle 
droile  coupera  l'axe  des  x  et  fera  avec  lui  un  cerlain  angle  (X). 
Le  direciif  de  celle  droile  sera  le  même  que  celui  d'une  pa- 
rallèle qu'on  lui  mènera  par  l'origine,  et  celle  parallèle  sera  à 
son  lour  conienue  dans  le  plan.  Or  nous  avons  vu  à  l'ar- 
licle  XXX  que,  dans  les  condiiions  que  nous  venons  de  défi'- 
nir,  le  direciif,  lani  de  la  droile  que  de  sa  parallèle,  a  pour 
valeur 

cosX  -+-  Lv/'— '  cos(^Y)  -I- v/—  i^    '  sin(;i:Y)J  sinX. 

Dans  cette  expression,  l'élément  (xY)  est  invariable,  puis- 
que c'est  lui  qui  définit  el  fixe  la  position  du  plan  ;  mais  l'élé- 
ment X  changera  suivant  le  choix  qu'on  aura  fait  pour  la 
droite,  et  l'on  voit  qu'il  pourra  recevoir  toutes  les  valeurs 
comprises  depuis  zéro  jusqu'à  27:;  mais,  dans  tout  le  cours 
de  ces  variations,  les  droites  successives,  dont  l'expression 
ci-dessus  représente  le  direciif,  ne  cesseront  pas  d'être  con- 
tenues dans  le  plan.  Il  résulte  de  là  que  cette  expression,  par 
la  variation  de  X,  convient  à  l'ensemble  des  droites  qu'on 
peut  mener  par  un  poinl  quelconque  du. plan  et  qui  sont  si- 
tuées sur  ce  plan.  Elle  est  donc,  en  ce  qui  concerne  les  direc- 
tions, la  reproduction  complète  de  la  propriété  constitutive 
du  plan  en  Géométrie,  et,  par  suite,  elle  en  est  l'exacte  repré- 
sentation en  Algèbre. 

En  conséquence,  l'expression  ci-dessus,  dans  laquelle  (^Y) 
est  constant  el  X  variable  de  zéro  à  271,  est  le  direciif  du  plan. 

On  peut  soumettre  ce  résultat  à  quelques  vérifications. 
Chaque  fois  qu'on  donnera  à  X  une  valeur  fixe,  l'expression 
directive  ci-dessus  deviendra  celle  d'une  droile.  Si,  par 
exemple,  on  suppose  que  X  est  nul,  la  droile  en  question 
s'applique  sur  l'axe  des  x.  En  effet,  pour  X  =  o,  l'expression 

se  réduit  à  +1.  Si  l'on  donne  à  X  la  valeur-?  la  droile  vient 

2 

se  placer  dans  le  plan  des  xr,  et  l'angle  qu'elle  y  fait  avec 
l'axe  des  j  est  précisément  celui  du  plan  donné.  En  effet, 

l'hypothèse  X  =  -  ramène  l'expression  ci-dessus  à  la  forme 

y/^cos(jj;Y) -f- y  — i       sin{^Y), 
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qui  convient  exaclemenl  aux  conditions  que  nous  venons  de 
définir. 

Lorsque,  au  lieu  de  passer  par  l'axe  des  ar,  le  plan  donné 
passe  par  celui  des  j,  si  l'on  appelle  (jX)  l'angle  que  fait  ce 
plan  avec  celui  des  xy  et  si  l'on  désigne  par  Y  celui  que  fait 
une  droite  quelconque  qui  y  est  située  avec  l'axe  des  j,  le 
directif  de  celte  droite  sera 

V— I  cosY-+-[cos(jX)  +  v/— I     'sin{jX)JsinY, 

et,  en  appliquant  à  ce  cas  des  raisonnements  analogues  aux 
précédents,  on  arrivera  à  cette  conclusion  que  cette  expres- 
sion, en  y  laissant  (jX)  constant  et  en  y  considérant  Y  va- 
riable de  zéro  à  27:,  est  la  représentation  algébrique  du  direcii  f 
du  plan. 

Enfin,  pour  un  plan  passant  par  l'axe  des  z  et  faisant  un 
angle  (2X)  avec  celui  des  xz,  le  directif  du  plan  sera 

\J — I       cosZ  -h  [cos(zX)  +  v^  — I  sin(2X)]  sinZ, 

expression  dans  laquelle  (2X)  est  constant  et  où  Z,  qui  repré- 
sente l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  z  une  droite  quelconque 
située  dans  le  plan,  est  variable  de  zéro  à  2r. 


XLIV. 

Dans  le  but  de  se  familiariser  avec  l'emploi  de  ces  nou- 
velles expressions,  il  est  utile  de  présenter  quelques  observa- 
lions  sur  les  faits  qui  s'y  rattachent  le  plus  immédiatement. 

Nous  avons  déjà  constaté  que,  pour  les  plans  passant  par 
l'axe  des  x,  l'intersection  avec  le  plan  des  j2  a  pour  expres- 
sion 

\J — I  cos{^Y) -f- v'— 1       sin(^Y). 

On  se  convaincra,  à  l'aide  de  raisonnements  analogues,  que 
les  plans  passant  par  l'axe  des  r  coupent  celui  des  xz,  suivant 
une  droite  dont  le  directif  est 

/~ 

cos(jX)+v— 1^     sin(/X), 
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qu'enfin  les  plans  qui  passent  par  l'axe  des  z  coupent  celui 
des  xy  suivant  une  droite  ayant  pour  directif 

cos(zX)  H-  sj—i  sin(zX). 

Ces  diverses  remarques  ne  présentent  aucune  difficulté. 

Considérons  maintenant  deux  plans  passant,  l'un  par  l'axe 
des  Xy  l'autre  par  celui  des  f,  et  proposons-nous  de  détermi- 
ner leur  intersection.  Cette  intersection  sera  une  droite  pas- 
sant par  l'origine,  et  son  directif  sera  un  cas  particulier  de 
chacun  des  directifs  des  deux  plans. 

Mais  pour  le  premier  plan  la  direction  est  exprimée  par 

cosX  +  Lv'— ï  cos(^Y)  H-  y  —  I       sin(jrY)J  sinX; 
pour  le  second  elle  l'est  par 

sj—\  cosY  +  [cos(jX)  H-  v'— 1       sin(jX)J  sinY. 

Il  faudra  donc,  pour  l'intersection,  que  ces  deux  directifs 
soient  égaux.  De  là  résulteront  des  conditions  à  l'aide  des- 
quelles nous  pourrons  assigner  les  valeurs  des  angles  X  et  Y 
qui  conviennent  spécialement  à  cette  intersection. 

Ces  conditions  sont 

cosX  =  cos(  jX)  sin  Y, 
cos(a:Y)  sinX  =  cosY, 
sin(a:Y)  sinX  =  sin  (  jX)  sin  Y. 

Comme  à  l'ordinaire,  elles  figurent  au  nombre  de  trois,  mais 
nous  savons  déjà  que  l'une  d'elles  est  comportée  par  les  deux 
autres. 

Divisant  la  dernière  par  la  première,  on  a 

tang(rX) 
langX  =  -^- — r^5 

divisant  ensuite  la  dernière  par  la  seconde,  on  trouve 

,^       tang(^Y) 
tangY=    .  ^;       /. 

On  déduira  de  là  les  valeurs  des  sinus  et  cosinus  de  X  et  de  Y 
en  fonction  de  tangX  et  de  tangY. 
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En  subsliluanl  ce  qui  concerne  X  dans  la  première  des  ex- 
pressions ci-dessus,  on  aura  pour  le  direciif  de  l'inlerseclion 

sin(  j?Y)  +  [v/^cos(j?Y)  +  v^^7^sin(3?Y)J  tang(.rX) 
v'sin'(^Y)  H-  lang'tjX) 

Sous  celte  forme,  le  direciif  porle  l'empreinle  du  plan  qui 
passe  par  l'axe  des  x. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  la  seconde  ce  qui  con- 
cerne Y,  le  direciif  de  la  même  intersection  sera 

V^^^sin(  jX)  -f-[cos(jX)  -t-  y/— i     '  sin(/X)Jlang(^Y) 
v/sin'(jX)  -i-lang'(^Y) 

et  l'on  voit  que,  sous  cette  forme,  l'expression  porte  l'em- 
preinte du  plan  qui  passe  par  l'axe  des  y\ 

Si  l'angle  (^Y)  devenait  droit,  le  premier  plan  se  confon- 
drait avec  celui  des  xz,  et  l'intersection  serait  une  droite 
située  sur  ce  dernier  plan  faisant  avec  l'axe  des  x  l'angle  (  jX). 
En  effet,  dans  ce  cas,  le  numérateur  de  la  première  expres- 
sion se  réduit  à  i  -h  v^ — i       tang(  jX)  et  le  dénominateur  de- 


•     .  / r, — ^cTT        .      1  sin(rX)  ,     ,, 

vient  vi  -f-  iang'(  jX)  ou  simplement /  ;  par  suite  1  ex- 

COS(  .37  A.  j 

pression  prend  la  forme  voulue 

cos(jX) -t- V  — 1       sin(7X). 

Dans  la  même  hypothèse  de  l'angle  (^Y)  égal  à  un  droit,  il 

faut  que  la  seconde  expression  conduise  exactement  au  même 

résultat  que  la  première.  Or  l'expression  se  présente  de  prime 

abord  sous  la  forme  du  rapport  de  deux  infinis  ;  mais,  en  y 

remplaçant  la  tangente  de  {xY)  en  fonction  du  sinus  et  du 

sin  (.37  Y  ) 
cosinus,  le  dénominateur  se  réduit  à r— ;  multipliant 

•cos(.rï)'  ^ 

alors  les  deux  termes  de  la  fraction  par  cos(a;Y),  il  reste  pour 
le  direciif  de  l'intersection  la  même  valeur  que  ci-dessus. 

Si  c'est  l'angle  (  jX)  qui  devient  droit,  on  vérifiera  par  des 
moyens  analogues  que,  quelle  que  soil  celle  des  deux  exprès- 
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sions  dont  on  voudra  faire  usage,  la  direction  de  l'inlerseciion 
devient,  comme  cela  doit  être,  celle  d'une  droite  située  sur 
le  plan  des  jz  et  faisant  un  angle  (^Y)  avec  l'axe  des  y. 

Si  l'on  combinait  un  plan  passant  par  l'axe  des  x  avec  un 
autre  passant  par  celui  des  z,  ou  deux  plans  passant  l'un  par 
l'axe  des  j,  l'autre  par  celui  des  z,  on  obtiendrait  les  intersec- 
tions par  des  procédés  et  des  calculs  en  tout  semblables  à 
ceux  qui  viennent  d'être  exposés.  Nous  n'insistons  pas  davan- 
tage sur  ces  détails,  au  sujet  desquels  il  sera  très-facile  au  lec- 
teur de  s'éclairer  par  lui-même. 

Ne  manquons  pas  de  faire  remarquer,  avant  d'abandonner 
ce  sujet,  que  si,  dans  les  trois  équations  de  condition  ci-des- 
sus, au  lieu  de  prendre  les  valeurs  de  X  et  de  Y  en  fonction 
de  (^Y)  et  de  (  jX),  pour  les  substituer  dans  les  directifs  des 
deux  plans,  nous  avions  pris  au  contraire  les  valeurs  des  se- 
condes quantités  en  fonction  des  premières  et  si  nous  avions 
fait  les  mômes  substitutions,  nous  aurions  dû  retomber  sur  le 
directif  d'une  droite  faisant  avec  les  axes  des  x  et  des  y  les 
angles  respectifs  X  et  Y.  Procédons  à  celte  vérification. 

La  somme  des  carrés  des  deux  dernières  conditions  donne 

sin^X  =  cos'Y  +  sin^(  jX)  sin'Y, 

d'où  l'on  déduit  

.    ,    _^,       V^sTn^X—  cos'Y 

sm(/X)  = — ^^TF 

^•^  sinY 

et,  par  suite, 

,    _^,       cosX 

COS(rX)  =  -r— rr-, 

^"^     '       sinY 

puis,  prenant  la  somme  des  carrés  des  première  et  troisième 
conditions,  on  a 

sin'Y  =  cos'X  +  sin'(^Y)  sin^X. 
De  là  on  déduit  les  valeurs  suivantes  de  sin(^Y)  et  cos(a;Yj: 


.    ,    ,,,       i/sin^Y  — cos^X  ,    „,       cosY 

sin(^Y)=-^^ 7—^ »     cos^Y  = -:— ^rr- 

^       '  smX  smX 

Substituant  maintenant  les  sinus  et  cosinus  de  xY  dans  le 
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premier  direciif  du  plan,  on  trouve 

cosX  -f-  \/--i  cosY-f-  y/— I       v^sin'Y  —  cos'X. 

Substituant  en  second  lieu  les  sinus  et  cosinus  de  jX  dans 
le  second  directif,  il  vient 

— ■^- 


cosX  +  y— I  cosY-4- v'  — I       v'sin'X  —  cos^Y. 

Ces  expressions,  étant  l'une  et  l'autre  les  représentants  du 
directif  de  l'intersection,  doivent  être  égales,  et  c'est  ce  qui  a 
lieu,  en  effet,  en  vertu  de  la  relation 

sin^Y— cos^X  =  sin=X—  cos'Y. 

En  outre,  ce  sont  exactement  les  formes  obtenues  à  l'ar- 
ticle XXXI  pour  le  directif  d'une  droite  faisant  l'angle  X  avec 
l'axe  des  x  et  l'angle  Y  avec  l'axe  des  y\  Il  résulte  bien  de  là 
que  les  concordances  prévues  sont  en  effet  réalisées. 

XLV. 

Les  questions  que  nous  venons  de  résoudre  pour  les  plans 
contenant  l'un  des  axes  permettent  d'apprécier  et  de  mesu- 
rer tout  ce  qui  concerne  les  plans  qui,  passant  par  l'origine, 
sont  perpendiculaires  aux  plans  des  coordonnées.  Il  résulte, 
en  effet,  de  cette  perpendicularité  qu'un  plan  de  cette  caté- 
gorie contient  nécessairement  l'axe  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  des  coordonnées  dont  on  s'occupe.  On  rentre  donc  dans 
le  cas  précédent,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher  dans  les 
données  de  la  question  la  valeur  des  éléments  qui  figurent 
dans  les  expressions  ci-dessus  déterminées. 

Par  exemple,  si  la  trace,  avec  le  plan  des  xj-,  d'un  plan  qui, 
passant  par  l'origine,  est  perpendiculaire  à  ce  dernier,  est  dé- 
finie par  l'angle  a  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  x,  cet  angle  sera 
précisément  celui  que  fait  le  plan  dont  il  s'agit  avec  celui 
des  xz.  Ce  sera  donc  ce  que,  dans  l'article  précédent,  nous 
avons  appelé  (2X).  Cela  posé,  si  Z  est  l'angle  que  fait  avec 
l'axe  des  z  une  direction  quelconque  tracée  dans  le  plan  en 
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question,  celle  direclion  sera  exprimée  par 

v/— I       cosZ-)-  [cos(2X)  +  v^— 7sin(2X)]sinZ, 

et  tel  sera  le  direclif  du  plan  sous  les  conditions  que  z\  y 
sera  considéré  comme  constant  et  queZ  y  variera  depuis  zéro 
jusqu'à  27r. 

Mais,  d'un  autre  côté,  si  l'on  appelle  (3  la  latitude  d'une 
droite  dont  a  est  la  longitude,  cette  droite,  d'ailleurs  contenue 
dans  le  plan  considéré,  aura  pour  direclif 

cos(3(cosaH- v/— I  sina) -f- v^^     'sin(3, 

et  telle  sera  l'expression  de  la  direction  du  plan  dans  la- 
quelle ce  sera  constant  et  [3  variable  de  zéro  à  27:. 

Or  il  est  bien  facile  de  reconnaître  que  ces  deux  expressions 
sont  identiques,  puisque,  d'une  part,  a  =  zX  et  que,  d'autre 
part,  l'angle  (3  étant  le  complément  de  l'angle  Z,  on  a  les  deux 
égalités 

cos(3  =  sinZ,     sin(3=:cosZ. 

Il  y  a  une  autre  catégorie  de  plans  qui  rentre  également 
dans  la  première.  Cette  catégorie  comprend  ceux  qui  sont 
perpendiculaires  à  une  droite  tracée  sur  l'un  des  plans  des 
coordonnées  et  qui  passent  par  l'origine.  11  est  évident,  en 
effet,  que  ces  plans  contiennent  l'axe  perpendiculaire  au  plan 
des  coordonnées  qu'on  considère,  de  sorte  que,  comme  pré- 
cédemment, il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher,  dans  les  données 
de  la  question,  la  valeur  des  éléments  qu'il  faudra  introduire 
dans  l'expression  directive  déjà  déterminée. 

Par  exemple,  si  la  droite  donnée  est  située  sur  le  plan 
des  it/  et  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  6,  une  droite  quel- 
conque tracée  sur  le  plan  qui  nous  occupe,  et  dont  A  serait 

la  latitude,  aura  pour  longitude  constante  0-1 Sa  direclion 

sera  donc 


cos 


A    cos  (  0  +  - 1  +  V  —  I  sin  f  Ô  +  -  j    +  y/-- 1     '  sin  A, 
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qui  se  réduit  à  la  forme 

cosA( — sin9  +  v  — *  cosO)  -h  ^—i       sinA, 

comme  nous  l'avons  trouvé  à  l'ariicle  XXXIX.  Celte  expres- 
sion sera  donc  le  directif  du  plan,  en  y  supposant  9  constant 
et  A  variable  de  zéro  à  27:. 

Mais,  d'un  autre  côté,  si  (^X)  est  l'angle  du  plan  considéré 
avec  celui  des  xz,  et  si  l'on  appelle  Z  l'angle  que  fait  une 
droite  quelconque,  située  dans  ce  plan,  avec  l'axe  des  z,  le 
directif  du  plan  devra  être 

y/— I  ^     cosZ  -h  [cos(2X)  -+-  y/— I  sin(zX)]  sinZ, 

dans  lequel  zX  est  constant  et  Z  variable  de  zéro  à  2-.  Il  fau- 
dra donc  que  cette  expression  soit  identique  avec  la  précé- 
dente. C'est  ce  qui  a  lieu  en  effet,  puisque,  d'une  part,  (2X) 

est  évidemment  égal  à  9  -1-  ->  et  que,  d'autre  part,  Z  étant  le 

complément  de  A,  on  a  les  deux  égalités 

cosZ  =  sinA,     sinZ  =  cosA. 

Il  y  a  donc  concordance  entre  les  divers  points  de  vue  aux- 
quels on  peut  se  placer  dans  l'examen  de  ces  questions. 

XLVI. 

Généralisons  maintenant  le  problème,  et  supposons  que  le 
plan  considéré,  au  lieu  de  passer  par  l'un  des  axes  et  d'être, 
par  conséquent,  assujetti  à  être  perpendiculaire  à  l'un  des 
plans  des  coordonnées,  passe  par  une  droite  quelconque, 
issue  de  l'origine,  tracée  sur  l'un  de  ces  plans,  et  fait  avec 
celui-ci  un  certain  angle. 

Nous  admettrons,  par  exemple,  que  la  droite  donnée  est 
située  sur  le  plan  des  xy{Jig.  6)  et  que,  0  élant  l'origine,  elle 
y  est  figurée  par  OD.  Cette  droite  représentera  sur  ce  plan  la 
trace  du  plan  cherché.  Supposons  ce  dernier  plan  construit, 
et  menons-y  une  droite  quelconque,  faisant  avec  OD   un 
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angle  9,  el  coupant  la  sphère  uniic  au  point  P.  De  ce  point, 
abaissons  une  perpendiculaire  PA  sur  01).  Si  l'on  désigne 


par  (Q  le  directif  de  OÂ,  par  (D'  celui  de  PA,  la  direction  de  la 
droite  OP  sera  exprimée  par  , 

(D.OA -hCD'.PA,     ou  par    uD.cosç -f- Œi'sinç. 

Dans  cette  expression,  quel  que  soit  9,  mais  sous  la  condi- 
lîon  que  OP  est  située  sur  le  plan  cherché,  (D  el  cD'  sont  con- 
stants ;  car  (D  est  le  directif  de  la  droite  fixe  OD  et  (D'  est  celui 
d'une  longueur  qui,  quel  que  soit  le  point  P,  reste  toujours 
parallèle  à  elle-même.  Les  valeurs  de  ces  deux  constantes  dé- 
pendront uniquement  des  données  de  la  question  ;  il  n'y  aura 
que  9  qui  variera  avec  la  position  de  la  droite  choisie,  depuis 
zéro  jusqu'à  27:. 

Il  suit  de  là  qu'à  l'aide  de  la  variation  de  9  cette  expres- 
sion convient  à  toutes  les  droites  qui,  partant  de  l'origine, 
sont  situées  sur  le  plan  considéré  et  qu'elle  esi,  par  consé- 
quent, le  directif  de  ce  plan.  Nous  n'avons  donc  plus  qu'à  lui 
donner  sa  forme  définitive  par  l'introduction  des  valeurs  de  (D 
el  de  (D',  telles  qu'elles  résultent  des  données  de  la  question. 

En  ce  qui  concerne  (D,  si  l'on  désigne  par  a  l'angle  que 
fait  OD  avec  l'axe  des  x,  sa  valeur  sera 

cosa  +  y/ — 1  sina. 

Quant  à  ©',  la  détermination  da  cette  direction  a  été  faite  à 
l'article  XXXIX,  et  nous  avons  vu  que,  A  étant  l'angle  du  plan 
considéré  avec  celui  des  xf,  sa  valeur  est 

cosA(—  sina -f- V'—  *  cosa)  H- y/— I        sinA. 
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D'après  cela,  l'expression  générale  (Bcoso  H-(£)'sino  se  par- 
ticularise et  devient 

coso  (cosac  -+-  s/—  i  sina) 

H-LcosA  ( —  sina-+-  v'  — i  cosa)  -h  )J  —  i       sinAJsintp, 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

(coso  +  V  —  I  cosA  sino)  (cosa  -f-  V— i  sina) 

-+-  v^  — I       sinA  sincp. 

Tel  est  le  direclif  du  plan  dans  lequel  a  et  A  sont  les  con- 
stantes données  par  l'énoncé,  et  où  o,  qui  peut  varier  de  zéro 
à  2-,  est  l'angle  que  fait  avec  la  droite  donnée  une  droite 
quelconque  tracée  sur  le  plan. 

On  vérifiera  facilement  que,  lorsque  a  est  successivement 

égal  à  zéro  ou  à  -j  on  retrouve  les  formules  données  ci-des- 

2 

sus  pour  les  directifs  des  plans  qui  passent  l'un  par  l'axe  des  x, 
l'autre  par  celui  des  j;  lorsque,  au  contraire,  c'est  A  qui  est 
nul,  l'expression  devient 

(cos9  +  y  —1  sin(p)(cosa  +  y  — i  sina) 

ou 

cos(9  -\-  a)  -\-  \  —  i  sin((p  H-  a), 

qui  est  celle  d'une  direction  quelconque  du  plan  des  xy. 
Enfin,  lorsque  A  est  égal  a  -j  on  obtient  le  directif  d'un  plan 
passant  par  l'axe  des  z. 

XLVII. 

Proposons-nous  maintenant  de  chercher  l'intersection  du 
plan  en  question  avec  chacun  des  plans  des  coordonnées. 

Et  d'abord,  pour  le  plan  des  xy;  il  faut  que  l'angle  o  soit 
constamment  nul  ;  cela  donne  immédiatement,  comme  nous 
le  savions  déjà, 

cosa  -h  V — ^  sina. 
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Passons  maintenant  à  ce  qui  est  relatif  au  plan  des  xz.  L'ori- 
gine étant  placée  en  0  {fig.  7)  et  OX  représentant  l'axe  des  x, 

Fig.  7. 


soit  OD  l'intersection  du  plan  considéré  avec  celui  des  xy; 
supposons  enfin  que  OQ  représente  l'intersection  du  même 
plan  avec  celui  des  xz  et  que  Q  est  le  point  où  celte  droite 
perce  la  sphère  unité. 

Déterminons  ce  qui  concerne  OQ,  et  procédons  d'abord  à 
celte  détermination  par  les  seules  considérations  géomé- 
triques. 11  s'agira  ici  de  connaître  la  valeur  de  l'angle  9  que 
fait  OQ  avec  OD,  angle  qui  est  mesuré  sur  la  sphère  unité  par 
l'arc  QD  ;  d'un  autre  côté,  l'intersection  de  la  même  sphère  par 
le  plan  des  xz  est  représentée  par  l'arc  QB  ;  ces  deux  arcs, 
joints  avec  celui  qui  passe  par  B  et  par  D  dans  le  plan  des  xy^ 
déterminent  le  triangle  sphérique  QBD,  rectangle  en  B,  dont  QD 
est  par  conséquent  l'hypoténuse  et  dont  l'angle  en  D  est  égal 
à  A.  Dans  ces  circonstances,  il  est  connu  qu'entre  les  diverses 
parties  de  ce  triangle  il  existera  la  relation  suivante  : 

tang(QD)  cosA  =  tang(BD); 

mais  QD  =  9  et  BD  =  -  —  a  ;  il  viendra  donc 

tang(7:  —  a) langa 


tang9  = 


cosA 


cosA 


telle  est  l'équation  qui  donnera  la  valeur  de  l'angle  9  en  fonc- 
tion des  données  de  la  question. 

Si  l'on  voulait,  en  outre,  connaître  la  latitude  du  point  Q, 
on  la  déduirait  du  même  triangle  sphérique,  en  égalant  le  co- 
sinus de  l'hypoténuse  au  produit  des  cosinus  des  deux  côtés 
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de  l'angle  droit,  ce  qui  donne 

coso  =  cos(QB)  cos(7:  —  a), 

d'où  l'on  déduit 

C0S9  ros9 


cos(QB) 


cos(7:  —  a)  cosa 


et  il  ne  s'agira  plus  que  d'y  substituer  pour  COS9  sa  valeur 
déduite  de  celle  de  tangç. 

Mais  nous  pouvons  obtenir  la  valeur  de  9  par  un  autre  pro- 
cédé qu'il  importe  d'autant  plus  de  signaler  qu'étant  une  con- 
séquence immédiate  des  principes  directifs  mêmes  il  constate 
une  (ois  de  plus  l'accord  de  ces  principes  avec  ceux  déjà  ad- 
mis dans  la  Science. 

Remarquons  à  cet  effet  que,  dans  le  plan  des  xz,  sur  lequel 
se  trouve  l'intersection  que  nous  cherchons  à  déterminer, 

les  directifs  i  et  y' — \  doivent  seuls  être  maintenus  ;  il  ré- 
sulte de  là  que,  pour  avoir  9,  il  suffira,  dans  le  directif  géné- 
ral du  plan,  d'égaler  à  zéro  les  termes  qui  sont  multipliés  par 
I  ;  on  obtient  ainsi  la  condition 


C0S9  sina  +  cosA  sin9  cosa  =  o, 
de  laquelle  on  déduit  immédiatement,  comme  ci-dessus, 

tangra 


tang9=  — 


cosA 


Ces  préliminaires  ainsi  établis,  à  l'aide  de  cette  valeur  de 
tang9,  nous  obtiendrons  les  suivantes  : 

cosA  .  langa 

cos9=  .->     sin9 


v'cos'A  -h  langea  y/cos'A  -h  langea 

La  présence  du  radical  carré  implique  deux  valeurs  pour  le 
cosinus  et  le  sinus  de  9,  et  nous  ne  devons  pas  négliger  de 
placer  ici  une  observation  importante  au  sujet  de  celle  dua- 
lité. L'existence  de  ces  deux  valeurs  s'explique  naturelle- 
ment par  le  principe  de  Trigonométrie  en  venu  duquel,  à  une 
môme  tangente  correspondent  deux  arcs  très-distincts  dont 
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la  différence  est  toujours  tt.  Il  est  d'ailleurs  évident,  par  suite 

.     ,        1    .  sin  o     -        ,.,,., 

de  la  relation  tangos ^,  dont  la  générante  est  bien  re- 

^       C0S9  ° 

connue,  tant  pour  ce  qui  concerne  les  grandeurs  que  pour  ce 
qui  concerne  les  signes,  que  toutes  les  fois  que  la  tangente 
sera  positive  le  sinus  et  le  cosinus  auront  même  signe;  toutes 
les  fois,  au  contraire,  que  la  tangente  sera  négative,  le  sinus 
et  le  cosinus  auront  des  signes  contraires.  Quel  sera  celui  de 
ces  signes  qu'il  faudra  appliquer  à  l'un  et  à  l'autre?  Cela  dé- 
pendra des  valeurs  particulières  de  a  et  de  A  et  par  consé- 
quent des  données  de  la  question. 

Par  exemple,  dans  le  cas  représenté  par  la  figure,  l'angle  a 
est  supposé  moindre  qu'un  droit,  et  il  en  est  de  même  de  A  ; 
diaprés  cela  la  tangente  de  9  sera  négative.  Or,  dans  ces  cir- 
constances, il  est  connu  que  la  tangente  et  le  cosinus  sont 
négatifs:  il  faudra  donc  appliquer  le  signe  —  à  coscp  et  le 
signe  -4-  à  sino. 

Sans  nous  étendre  davantage  sur  ces  détails,  que  nous  de- 
vions toutefois  signaler  à  l'attention  du  lecteur,  on  voit  par 
l'exemple  que  nous  venons  de  donner  que,  dans  chaque  cas, 
il  faudra  soumettre  les  données  de  la  question  à  une  discus- 
sion particulière  et  préalable  pour  s'éclairer  sur  la  positivité 
ou  la  négativité  respectives  des  trois  quantités  lango,  sin 9, 
coscp. 

Ces  choses  ainsi  entendues,  si,  dans  le  direciif  du  plan,  on 

supprime  les  termes  multipliés  par  v^—  • ,  que  nous  venons  de 
reconnaître  devoir  être  annulés,  il  restera,  pour  la  direction 
de  la  droite  qui  forme  son  intersection  avec  le  plan  des  xz^ 
l'expression 

coscp  cosa—  cosA  sinç  sina  -i-  y  —  '       sm  A  sinç, 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

coscp  (cosa  —  cosA  lang9sina)  -1-  y  —  '        ^i»  ^  sin 9. 

Remplaçant  lang9  par  sa  valeur,  il  vient 

roses         , v'"    •     4    • 

^  4- V      I       smAsin9; 

cosa: 
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mais,  parce  que  nous  savons  que,  dans  le  cas  particulier  que 
nous  avons  choisi,  il  faut  que  cos  9  soit  négatif  et  sin9  positif, 
nous  écrirons  définitivement 

coso        , v'^   ... 

rV— I       sinAsmo. 

cos  a 

Comme  vérification  de  cette  expression,  on  pourra  remar- 
quer, si  l'on  consulte  la  figure,  que  l'inierseciion  OQ,  dont  la 
latitude  est  l'arc  QOX,  doit  avoir  pour  direclif 

cosarc(QOX)  4- v/~^"' sinarc(QOX). 

coso 

Il  faut  donc  que  le  cosinus  de  la  latitude  soit  égal  a 

^  ^  cosa 

et  que  son  sinus  ait  pour  valeur  sinAsino.  La  première  éga- 
lité a  été  déjà  constatée  ci-dessus.  Pour  nous  éclairer  au  sujet 
de  la  seconde,  abaissons  du  point  Q  sur  OD  prolongé  la  per- 
pendiculaire QC,  puis  celle  QE  sur  OB  et  joignons  EC.  Nous 
formerons  ainsi  un  triangle  rectangle  en  E,  dans  lequel  on  aura 

QE  =  QC  cosEQC  ; 

mais  QC  =  sin9,  et  l'angle  EQC  est  le  complément  de  A;  il 

viendra  donc 

QE  =  sin9sinA, 

ce  qui  confirme  l'identilé  prévue. 

Enfin,  si,  dans  le  directif  de  l'intersection  que  nous  venons 
d'écrire  sous  la  forme 

coso  / v^    .      .      . 

-+\/—i       smA  sino, 

cosa       * 

on  substitue  les  valeurs  ci-dessus  de  C0S9  et  de  sin9,  on  ob- 
tiendra l'expression  de  ce  directif  en  fonction  immédiate  des 
données  de  la  question.  On  trouvera  ainsi 

cos  A  v^       sinAlanga 


cosav'cos^A -i- lang'a  Vcos'A -^  lang'a 
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qui,  après  toutes  réductions,  prend  la  forme  définitive 

—  cos  A  -+-  )/—  I       sin  A  sin  a 
V'cos'A  cos^a  -4-  sin^ 

Après  ces  développements  sur  ce  qui  concerne  l'intersec- 
tion avec  le  plan  des  xz,  nous  pourrons  passer  plus  rapide- 
ment sur  ce  qui  est  relatif  à  la  trace  du  plan  considéré  sur 
celui  des  yz. 

Soient  0  l'origine  {Jig.  8),  OX  l'axe  des  x,  OB  celui  des  y 


et  on  la  droite  donnée.  Si  OQ  représente  l'intersection  cher- 
chée, la  sphère  unité  sera  coupée  par  le  plan  considéré  et  par 
ceux  des  yz  et  des  xy,  suivant  les  trois  arcs  respectifs  QD, 
QB,  BD  formant  un  triangle  sphérique  rectangle  en  B  et  dont 
l'angle  en  D  est  égal  à  A.  On  aura  donc  dans  ce  triangle 

tangBD  =  tangQD  cosA  ; 

mais,  BD  étant  le  complément  de  a  et  QD  étant  égal  à  4^»  i^ 
viendra 

cota 


cota  =  tang^l' cosA,     d'où     tang^^^^ 


cosA 


Cette  valeur,  qui  résulte  de  relations  purement  géomé- 
triques, va  être  confirmée  par  des  considérations  puisées  dans 
les  principes  directifs  mêmes. 

En  effet  la  trace  sur  le  plan  yz  ne  doit  contenir  dans  son 

expression  que  les  directifs  sj—  i  et  s/—  i  .  Il  faut  donc  que, 
pour  celte  droite,  les  termes  multipliés  par  i,  dans  le  direciif 
général  du  plan,  soient  nuls.  Cela  donne  la  condition 

cos  6  cos  a  —  cos  A  sin  '\i  sin  a  =  o. 
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de  laquelle  on  déduit 

coix 
I  —  cosA  tang4' langa  =  o,     el  par  suite     tango  =- -: 

résultat  qui  est  en  effet  le  même  que  le  précédent. 
De  cette  valeur  de  tangi]^  on  déduira 

cosA  .     ,  cota 

cos'^=   ,         -—=--.       _>     sin4> 


Vcos'A  -4-  cot'a  \/cos*A  -f-  cot'a 

valeurs  doubles  par  suite  de  la  présence  du  radical  carré  el 
au  sujet  desquelles  le  choix  du  signe  sera  déterminé  après 
une  discussion  préalable  sur  les  données  a  et  A,  ainsi  que 
nous  l'avons  recommandé  pour  l'inlerseclion  avec  le  plan 
des  a:z.  Dans  le  cas  actuel,  il  résulte  de  la  figure  que  les 
angles  a  et  A  sont  supposés  aigus,  de  sorte  que  cos^p  et  sinip 
ont  chacun  le  signe  positif. 

Cela  posé,  le  directif  du  plan,  après  l'annulation  des  termes 
multipliés  par  i,  se  réduit  à 

V  — 1  (cosA  sin4'  cosa  +  cosv}'  sina)  -h  ^—i       sinAsin4', 

et  tel  est  le  directif  de  l'intersection  avec  le  plan  des  j2  ;  on 
peut  le  mettre  sous  la  forme 

V  — I  cos^|^(cosAtang4'  cosa  +  sina)  -f-  y'— i       sinA  sind», 

et  plus  simplement,  en  y  remplaçant  lang^'  par  sa  valeur  et 
effectuant  les  réductions, 

y COS-i  , V"      .       *       .        , 

V— I— — --\-J~i       sinAsind*. 
sina       * 

Nous  pouvons  procéder  à  une  vériOcation  facile  de  ce  ré- 
sultat. En  effet,  l'arc  QB  étant  la  latitude  de  l'intersection,  on 
devra  avoir  pour  son  directif 

v'^cos(QB)  +  v^^"^"'  sin(QB)  ; 

il  faut  donc  qu'on  ait 

cosdi 
cos(OB)  :^  ^ — -     el    sin(QB)  =:sinA  sind». 
sina  ^ 
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Or,  dans  le  triangle  sphérique,  la  propriélé  relative  à  Th^- 
polénuse  donne 

cos(];  =  cos{QB)cos(BD),     d'où     cos(QB)=:  î^^; 

d'un  autre  côté,  en  vertu  de  la  proportionnalité  des  sinus  des 
côtés  aux  sinus  des  angles  opposés,  on  pourra  écrire  immé- 
diatement sin(QB)  =  sin  A  sin^»,  d'où  il  résulte  que  les  deux 
expressions  du  direclif  sont  en  effet  concordantes. 
Enfin,  si  dans  le  directif 

,- — cos^l^  , \/^    ■     4     .     I 

V  — I— — '-hJ—i       SHiAsintL, 
SI!)  a       *  ^ 

on  remplace  cos^];  et  sin^j^  par  leurs  valeurs,  on  obtiendra,  en 
fonction  des  données,  l'expression  définitive  suivante  pour  le 
directif  de  l'intersection: 


v/— I  COsA  H- v/— '        sinAcosa 
\/cos^A  sin^'a  -t-  cos^a 


XLVIII. 

Si  le  plan  qu'on  considère  était  défini  par  une  droite  qui, 
passant  par  l'origine,  est  contenue  dans  le  plan  des  xz  et  par 
l'angle  B  qu'il  fait  avec  ce  dernier  plan,  les  formules  précé- 
dentes seraient  remplacées  par  d'autres  formules  qu'il  sera 
facile  de  déterminer  en  s'appuyant  sur  les  principes  ci-dessus 
développés. 

Soient,  par  exemple  {Jîg.  9),  0  l'origine,  OX  et  OZ  les  axes 


des  a:  et  des  z.  Représentons  par  OQ'  la  droite  donnée  qui 
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sera,  sur  le  plan  des  xz,  la  trace  du  plan  cherché.  Supposons  ce 
dernier  plan  construit,  et  menons-y  une  droite  quelconque  OP' 
faisant  avec  OQ'  un  angle  9'  et  coupant  la  sphère  unité  en  un 
point  P'.  De  ce  point  abaissons  une  perpendiculaire  P'A' 
sur  OQ'  ;  si  l'on  désigne  par  (D  le  directif  de  OA'  et  par  (D' 
celui  de  P'A',  la  direction  de  la  droite  OP'  sera  exprimée  par 

(D(OA')  4-(B'(P'A')    ou  par    (Dcosç'h- (Î)'sin9', 

et,  à  Taide  de  la  variation  de  9',  qui  pourra  avoir  lieu  de  zéro 
à  271,  celte  expression  appartiendra  à  toutes  les  droites  conte- 
nues dans  le  plan,  sous  la  réserve  toutefois  que  CD  et  (B'  seront 
choisis  de  manière  à  satisfaire  à  cette  dernière  condition. 

Or,  en  ce  qui  concerne  ÔD,  si  l'on  désigne  par  [3  l'angle  Q'OX, 
que  fait  la  droite  donnée  avec  l'axe  des  x,  sa  valeur  sera 

cos(3 -4- v^— 1  ^     sinj3. 

Quant  à  CD',  la  détermination  de  cette  direction  a  été  faite  à 
l'article  XXXIX,  où  nous  avons  vu  qu'elle  est  exprimée  par 

cosB(  ~  sin^  4- y^— I       cos(3J -4- v'— i  sinB. 

D'après  cela  l'expression  générale  (î)cos9'-4- (Î)'sin9'  se 
particularise  et  revêt  définitivement  la  forme  suivante  : 

\cos9'-^v~i^     cosBsin9' j(cosp  -f-  >/—  '       sin|3J 
-H  V  —  '  sinB  sin9'. 

Tel  est  le  directif  du  plan  dans  lequel  [3  et  B  sont  les  con- 
stantes fournies  par  l'énoncé,  et  où  9',  qui  peut  varier  de  zéro 
à  271,  est  l'angle  que  fait  avec  la  droite  donnée  une  droite 
quelconque  tracée  sur  le  plan. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  le  plan  considéré  est 
défini  par  une  droite  qui,  passant  par  l'origine,  est  contenue 
dans  le  plan  des  j2,  et  par  l'angle  C  qu'il  fait  avec  ce  dernier 
plan. 

Dans  ce  cas,  soient  0  l'origine,  OX  et  OY  les  axes  des  x  et 
des  y  ;  représentons  par  OQ"  la  droite  donnée  qui  sera,  sur 
le  plan  des  r-z,  la  trace  du  plan  cherché.  Supposons  ce  dernier 
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plan  construit  (y?j!>-.  io)el menons-y  une  droite  quelconque  OP" 
faisant  avec  OQ"  un  angle  ^'  et  coupant  la  sphère  unité  au 

Fig.  lo. 


point  P".  De  ce  point,  abaissons  une  perpendiculaire  P"a" 
sur  OQ".  SI  l'on  désigne  par  Œ>  le  direciif  de  OA"  et  par  cD'  le 
direclif  de  P"A",  la  direction  de  la  droite  OP"  sera  exprimée  par 

(D(OA"} +  (0'(P"A")     ou  par    œ)cos,i|;'  + cô'sin^j;'; 

et,  à  l'aide  de  la  variation  de  4^'  q»i  pourra  avoir  lieu  de  zéro 
à  27r,  celte  expression  appartiendra  à  toutes  les  droites  con- 
tenues dans  le  plan,  sous  la  réserve  toutefois  d'un  choix  con- 
venable de  CD  et  de  (D'. 

Or,  en  ce  qui  concerne  (D,  si  l'on  désigne  par  y  l'angle  Q"0  Y 
que  fait  OQ"  avec  l'axe  des  j,  sa  valeur  sera 

V'— 1  cos-/ -i- v^— 1       siny. 

Quant  à  CD',  la  détermination  de  cette  direction  a  été  faite  à 
l'ariiele  XXXIX,  où  nous  avons  constaté  qu'elle  est  expri- 
mée par  _ 

cosCi— \/— I  siny -h  v^— I     'cosyj  +  sinC. 

D'après  cela,  l'expression  générale  (Dcos<|i'-+- (O'sin^];'  se 
particularise  et  revèl  défmitivemeni  la  forme  suivante: 

sinCsin^]^'  +  v^^(cosy  cosi];'—  cosCsiny  sini];') 
H-  y'^       (siny  cos^i'-i-  cosC  cosysind^'). 

Tel  est  le  directif  du  plan  dans  lequel  y  et  C  sont  les  con- 
stantes fournies  par  l'énoncé  et  où  ^',  qui  peut  varier  de  zéro 
à  27T,  est  l'angle  que  fait  avec  la  droite  donnée  une  droite  quel- 
conque tracée  sur  le  plan. 
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Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  irailcr,  comme  dans 
celui  dont  nous  nous  sommes  occupé  à  l'arlicle  précédent, 
les  intersections  avec  les  plans  des  coordonnées  s'obtiendront 
par  des  annulations  convenablement  faites  des  termes  qui, 
dans  l'expression  de  la  direction  du  plan,  sont  multipliés  par 

les  éléments  direclifs  -     '     '     ' 


XLIX. 

A  l'aide  des  formules  que  nous  venons  d'établir,  nous  nous 
trouvons  en  mesure  de  procéder  à  la  détermination  des  angles 
que  le  plan  dont  il  s'agit  fait  avec  les  plans  des  coordonnées. 

Pour  y  parvenir  considérons  deux  plans  P  et  P'  définis,  le 
premier  par  les  éléments  a  et  A  de  l'article  XLVJ,  le  second 
par  les  éléments  ô  et  B  de  l'article  XLVIII,  et  supposons  qu'ils 
viennent  à  se  confondre  en  un  seul  et  même  plan  ;  il  en  ré- 
sulte que  les  deux  intersections  primitivement  déterminées 
par  P  et  par  P'  avec  le  plan  des  xy  vont  se  superposer,  et  qu'il 
en  sera  de  même  de  celles  faites  avec  le  plan  des  xz  ;  il  en  ré- 
sulte aussi  que  le  plan  unique,  conséquence  de  celte  hypo- 
thèse, fera  un  angle  A  avec  le  plan  des  xy  et  un  angle  B  avec 
celui  des  xz,  angle  que  nous  allons  déterminer. 

Or  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  des  xy  a  pour  direclif 

cosa  H-  V~~'  ^ina, 

et  l'inlerseclion  du  plan  P'  avec  le  même  plan  des  coordon- 
nées a  pour  direction 

cos9'cos[3  —  cosB  sino'  sin(j  -+-  V  — i  sinB  sin9', 

expression  qui,  a  cause  de  tango  = ^if'  P^"^  ^^''^  "^'s<^ 

sous  la  forme  plus  simple 

coso'         .    T>   .      / 

'—  -f-  V  —  I  sin  B  sin  o\ 

cosp       * 

D'ailleurs,  dans  l'hypothèse  de  la  réunion  des  deux  plans 
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en  un  seul,  l'angle  9'  qui  esl  celui  que  font  entre  elles  les 
intersections  du  plan  P',  avec  ceux  des  xy  et  des  xz,  devient 
évidemment  égal  à  son  analogue  cp  pour  le  plan  P  ;  supprimant 
donc  l'accent  devenu  inutile,  on  devra  avoir,  pour  le  cas  où 
les  deux  plans  viennent  à  se  confondre,  les  deux  conditions 

Q  .    _       sina 

coso  =  cosp  cosa,    sinB  =  -^ — -, 

SU19 

dont  la  seconde  donne  la  valeur  de  sinB. 

Ces  deux  résultats  sont  facilement  confirmés  par  les  consi- 
dérations géométriques.  En  effet  on  peut  remarquer  que  les 
arcs  9,  p  et  a  forment  un  triangle  sphérique  rectangle  dont  9 
est  l'hypoténuse;  d'où  l'on  déduit  que  le  cosinus  de  9  doit 
être  égal  au  produit  des  cosinus  de  (3  et  de  a,  ce  qui  justifie  la 
première  condition.  Quant  à  la  seconde,  si  le  lecteur  veut 
bien  se  reporter  à  la  première  figure  de  l'article  XLVII,  où  OQ 
représente  l'intersection  avec  le  plan  des  xz,  il  reconnaîtra 
que,  dans  le  triangle  sphérique  BQD  rectangle  en  B,  l'angle 
en  Q  formé  par  les  arcs  QD  :=  9  et  QB  =  7:  —  [3  est  précisé- 
ment l'angle  B.  Faisant  donc  usage  de  la  propriété  en  vertu 
de  laquelle  les  sinus  des  côtés  sont  proportionnels  aux  sinus 
des  angles  opposés,  on  aura 

sin9  :  I  ::  sin(-  —  ^c):  sinB  ; 

d'où  l'on  déduit,  comme  ci-dessus, 

.    „       sina 
sinB  =  —. — 

bUI  9 

Il  ne  s'agira  plus  maintenant  que  d'introduire  dans  celte 
valeur  de  sinB  celle  déjà  déterminée  de  sin9  en  fonction  de  a 
et  de  A,  ce  qui  donne 


sinB  =  ycos'A  cos=a -f- sin'a,     d'où     cosB  =  sinAcosa. 

En  faisant  une  substitution  analogue  dans  la  première  con- 
dition, on  en  déduit 

cosA  .    „  sinasinA 

cos|3:=--^ _   —  ?     sin(3 


v/cos'Acos*a  -f-  sin'a  Vcos^A  cos'a  -i-sin'a 
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Passons  maînlenanl  à  la  déterminaiion  de  l'angle  C,  que  le 
plan  considéré  fait  avec  le  plan  des  xy.  A  cet  effet,  soient  deux 
plans  P  et  P'  définis,  le  premier  par  les  éléments  a  et  A  de 
l'article  XLVI,  le  second  par  les  éléments  y  et  C  de  l'ar- 
ticle XLYIH.  Lorsque  ces  deux  plans  se  confondent,  les  deux 
intersections,  primitivement  déterminées  par  P  et  par  P'  avec 
le  plan  des  xy,  vont  se  superposer;  il  en  sera  de  même  de 
celles  faites  avec  le  plan  des  j'z,  et  alors  C  prend  la  valeur  que 
nous  cherchons. 

Or  l'intersection  du  plan  P  avec  celui  des  xy  a  pour  directif 

cosa  -^  \  —  I  sina. 

Celle  du  plan  P'  avec  le  même  plan  des  coordonnées  sera 
exprimée  par  le  directif  de  ce  plan  dépouillé  des  termes  en 

V— »       ,  ce  qui  donne 

sinCsin-l''  -i-  v  — '  (cosy  0054»' —  cosCsiny  sin^};'); 

mais,  à  cause  de  langt'>'  =  — —,-,  elle  "prend  la  forme  plus 

cosL. 

simple 

sinCsm'i<  -4- V  — I ^• 

cosy 

Si  maintenant  on  suppose  que  les  deux  plans  se  confon- 
dent, l'angle  4^'»  qui  est  celui  que  font  entre  elles  les  inter- 
sections du  plan  P'  avec  ceux  des  xy  et  des  jz,  devient  égal 
à  4>  et  l'on  a,  par  suite,  les  deux  conditions 

cos^'         .    ^       rosa 

sina= -•,     smC  = p  • 

eus  y  sm^ 

On  pourra,  comme  précédemment,  vérifier  l'exactitude  de 
ces  résultats  par  des  moyens  purement  géométriques.  On 
s'appuiera  pour  cela  sur  la  seconde  figure  de  l'article  XLVII 
et  sur  les  propriétés  du  triangle  sphérique  QDB  rectangle  en  B, 
dont  4  est  l'hypoténuse  et  dans  lequel  le  côté  BD  est  le  com- 
plément de  a  et  l'angle  en  Q  est  égal  à  C. 

Introduisant  maintenant  dans  les  deux  conditions  ci-dessus 
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les  valeurs  déjà  dclermiiiées  de  sin^j;  clcos^'on  fonction  de  a 
el  de  A,  on  obtiendra  les  résultats  suivants  : 


cosA 
cosy  = 


v/cos^Asin=a  -f-  cos'a 
sinC  =  v'f^os^A  sin'a  -+-  cos'a,     cosC  =  sinA  slna. 


L. 

Les  valeurs  des  angles  A,  B,  C  étant  ainsi  connues,  nous 
pourrons  nous  en  servir  pour  résoudre  le  problème  qui  con- 
siste à  déterminer  le  directif  d'une  droite  perpendiculaire  à 
un  plan. 

Mais,  avant  de  résoudre  celte  question,  il  ne  sera  pas  inu- 
tile de  soumettre  ces  valeurs  à  une  vérification.  On  sait  que 
la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  trois  angles  que  fait  un 
plan  avec  trois  plans  rectangulaires  entre  eux  est  égale  à  l'u- 
nité, et  que  par  suite  la  somme  des  carrés  des  sinus  doit  être 
égale  à  2.  Nous  devrons  donc  avoir,  si  nous  avons  bien  opéré, 

sin'A  -h  sin'B  +  sin'C  =  2. 

Or,  si  l'on  substitue  pour  sin  6  et  sin  C  les  valeurs  ci-dessus, 
il  viendra 

,  sin^A  +  COS'A  (cos'a  H-  sin'a)  +  cos^a  -4-  sln'a  =  2, 

condition  qui  est  évidemment  satisfaite. 

Procédons  maintenant  à  la  détermination  du  directif  de  la 
perpendiculaire  à  un  plan  donné. 

11  suffira,  pour  résoudre  la  question,  de  remarquer  que  les 
angles  qu'un  plan  fait  avec  les  trois  plans  des  coordonnées 
sont  précisément  égaux  à  ceux  que  fait  la  perpendiculaire 
avec  les  axes  respectivement  normaux  à  ces  plans.  A  l'aide 
de  cette  remarque,  on  voit  que  le  directif  cherché  sera  celui 
d'une  droite  faisant  avec  les  axes  des  angles  connus.  Or  c'est 
là  un  problème  qui  a  été  résolu  à  l'article  XXXI.  Si,  par 
exemple,  on  fait  choix  des  angles  A  et  B  que  la  perpendicu- 
laire fait  avec  l'axe  des  z  et  avec  celui  des  y,  on  aura,  pour  la 
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direction  el  selon  la  formule  qui  figure  à  cet  article, 


V^sin'A  —  cos*B  +  \—i  cosB  h-  y'—  i       cosA.  • 

Remplaçant  cosB  par  sa  valeur  sin  A  cosa,  le  radical  devient 
sinAsina,  et  l'on  a  définitivement  pour  le  direclif  cherché 

sin  A  sina+  V  —  I  cosa  sin  A  -f-  v'— •       cosA. 

Si  l'on  fait  choix  des  angles  A  et  G  que  la  perpendiculaire 
fait  respectivement  avec  l'axe  des  z  et  avec  celui  des  x,  la  for- 
mule qui  figure  pour  ce  cas  à  l'article  XXXI  donnera  pour  le 
direclif  cherché 


cosC-f-y  — I  y'sin'A  —  cos*C+y  — i       cosA. 

Remplaçant  cosC  par  sa  valeur  sin  A  sin  a,  le  radical  devient 
sin  A  cosa,  et  l'on  trouve  pour  le  direclif  cherché 

sinAsina -+- y'— i  cosasinA -h  v'— I       cosA, 

expression  qui,  comme  on  devait  s'y  attendre,  est  exactemenl 
la  même  que  la  précédente. 

L'emploi  des  angles  C  et  B,  qui  sont  ceux  que  la  perpendi- 
culaire fait  respectivement  avec  l'axe  des  x  el  avec  celui  des  y-y 
conduirait  à  la  même  conclusion. 

Dans  les  applications  de  cette  formule,  on  ne  devra  pas 
manquer  d'avoir  égard  aux  observations  que  nous  avons  déve- 
loppées à  l'article  XLVII,  au  sujet  des  doubles  signes  dont 
sont  toujours  susceptibles  les  termes  radicaux.  Ainsi  que  nous 
l'avons  recommandé,  cela  devra  faire  l'objet  d'une  discussion 
préalable  basée  sur  la  nature  particulière  des  données  angu- 
laires a  et  A. 

S'il  était  utile  d'exprimer  ce  qui  concerne  la  perpendicu- 
laire avec  les  éléments  ^  et  B,  relatifs  au  plan  des  xz,  il  fau- 
drait déterminer  a  et  A  en  fonction  de  ceux-ci  el  substituer 
leurs  valeurs  dans  le  direclif  obtenu. 

Or  nous  venons  de  voir  qu'on  a 

cosB  =  sin  A  cosa  ; 
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cela  fait  déjà  connaître  la  valeur  du  terme  en  V  — i  ;  d'un  autre 
côté  nous  avons  trouvé 

*  .    -  sinasin\  sinasinA 

Sinp=       _ =  =  — rr — j 

v/cos'A  cos'a  +  sin^a  sinii 

on  déduit  de  là 

sinasinA  =  sin(3sinB  : 

c'est  la  valeur  du  terme  multiplié  par  i. 

Enfin  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  valeurs  de  cos(3  et 
sinB  déterminées  à  l'article  XLIX,  on  a  pour  produit  cosA, 

ce  qui  donne  la  valeur  du  terme  en  \/—i  ,  L'expression 
cherchée  sera  donc 

sinB  sin[3  +  v/— 1  cosB -{- y/— I       cos|3sinB. 

Ce  résultai  pouvait  être  prévu  à  l'avance.  En  effet,  si  l'on 
permute  entre  eux  les  plans  des  coordonnées  xy"  et  xz,  les 
quantités  a  et  A  deviennent  (i  et  B,  et,  comme  l'axe  des  x  ne 
change  pas,  le  premier  terme  du  directif  sinA  sina  se  trans- 
forme simplement  en  sinBsin(3  ;•  mais  l'axe  primitif  des  j  de- 

venant  celui  des  z,  le  coefficient  actuel  de  y —  •  devra  être 
le  précédent  de  \/—i  modifié  quant  aux  données,  c'esl-à-diro 
sinB  cos[3;  enfin  l'axe  primitif  des  z  se  transformant  en  celui 
des  j,  le  coefficient  actuel  de  y  — i  devra  être  le  précédent  de 

v/ — i  également  modifié  quant  aux  données  angulaires, 
c'est-à-dire  cosB.  Cela  conduit  directement  à  l'expression  ci- 
dessus. 

Si,  enfin,  on  veut  faire  usage  pour  la  représentation  de  la 
perpendiculaire  des  éléments  y  et  C,  on  remarquera  qu'on  a 

cosC  =  sinA  sina, 

ce  qui  fait  déjà  connaître  le  premier  terme  du  directif  ;  d'un 
autre  côté,  on  a,  d'après  les  formules  de  l'article  XLIX, 

cos  A 

cosy  =  -7— TT, 
'       sinC 
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d'où  l'on  déduit 

cosA  =  sinCcosy: 

c'est  la  valeur  du  terme  multiplie  par  ^ —  i 

Enfin,  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  valeurs  de  sinC  el  de 
siny,  on  trouve 

sinC  siny  =  sinA  cosa, 

ce  qui  fait  connaître  le  coefficient  du  terme  en  \  —  i.  L'ex- 
pression cherchée  est  donc 

, y/ri 

cosC  -h  \/  —  i  sinCsiny  4-  y  — i       cosysinC. 

Ce  résultat  pouvait  également  être  prévu  à  l'avance,  en  re- 
marquant d'abord  que,  si  l'on  permute  entre  eux  les  plans  des 
coordonnées  ncy  et  72,  les  quantités  a  et  A  deviennent,  sur  le 
nouveau  plan  des  xjr,  y  et  C.  En  second  lieu,  les  axes  actuels 
des  X,  y  et  z  sont  les  axes  primitifs  7,  z,  x,  de  sorte  que,  dans 

le  directif  cherché,  les  termes  en  i ,  y  —  '  »  V  —  •       seront  per- 
mutés comme  suit:  y —  '.y  —  '       ,  ï;  ce  qui  donne 

V  — »  sinCsiny  -h  y  —1       sinC  cosy  -1-  cosC, 

expression  qui,  sauf  l'arrangement  des  termes  ajoutés,  est  la 
même  que  celle  ci-dessus. 

Nous  entrerons  dans  de  plus  longs  détails  au  sujet  de  ces 
permutations  d'axes,  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la 
transformation  des  coordonnées,  dans  une  publication  ulté- 
rieure, ayant  pour  objet  une  suite  de  recherches  sur  les  rap- 
ports qui  lient  l'Algèbre  à  la  Géométrie. 


LI. 


Les  formules  qui  précèdent  font  connaître  les  conséquences 
les  plus  essentielles  dépendant  de  l'exisience  d'un  plan  tel 
que  nous  l'avons  défini.  Examinons  maintenant  ce  qui  con- 
cerne la  coexistence  de  deux  pareils  plans,  et  proposons-nous 
d'abord  de  déterminer  leur  intersection. 
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Nous  avons  vu,  dans  l'arlicle  XLVI,  que,  si  un  plan  passe 
par  une  droite  qui,  située  sur  le  plan  des  xy,  fait  un  angle  a 
avec  l'axe  des  x  et  que  si  l'angle  de  ce  plan  avec  celui  des  xy 
est  désigné  par  A,  le  direclif  du  plan  est 

(coso  H-  y/—  I  cosA  sinojfcosa  4-  v'— i  sina) 

H-  v~  I       sinA  sinç, 

l'angle  9  étant  celui  que  fait  avec  la  droite  donnée  une  droite 
quelconque  passant  par  l'origine  et  située  dans  le  plan. 

Si  l'on  considère  un  second  plan  dont  les  données  analogues 
seront  a'  et  A'  et  si  9'  est  l'angle  que  fait  une  droite  quel- 
conque située  sur  ce  plan  avec  sa  trace  sur  le  plan  des  xy,  le 
directif  de  ce  pian  sera 

(coso'  +  V  —  f  cosA'sin9')(cosa'  -f-  y  —  1  sina') 

-f-y  — I       sinA'sin9'. 

Or,  pour  l'intersection,  les  deux  droites  déterminées  par 
les  angles  9  et  9'  doivent  se  confondre  en  une  seule,  et  de  là 
résulte  que,  dans  cette  circonstance,  il  faut  que  les  deux  ex- 
pressions ci-dessus  soient  égales.  Cette  égalité  conduit  à  trois 
équations  de  condition  au  moyen  desquelles  on  déterminera 
les  valeurs  de  9  et  de  9'  qui  conviennent  à  l'intersection.  Ces 
valeurs  substituées  ensuite  dans  l'un  ou  dans  l'autre  des  di- 
rectifs  des  plans  feront  connaître  la  représentation  algébrique 
de  la  direction  cherchée.  On  obtient  ainsi  les  trois  équations 
suivantes: 

cos9COSa  —  cosAsin9sina  =  cos9'cosa' —  cosA'sin9'sina', 
COS9  sina  +  cosAsin9COsa  =  cos9'sina'  +  cosA'sin9'cosa', 
sinAsin9  =  sinA'sin9'. 

A  la  vérité,  on  a  trois  équations  pour  déterminer  deux  in- 
connues, ce  qui  pourrait  porter  à  penser  que  le  problème  esi 
généralement  impossible  ;  mais  on  se  convaincra  facilement 
que  la  troisième  condition  est  comportée  par  les  deux  autres, 
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el  qu'elle  s'en  déduii  immédiatemeni  en  prenant  la  somme  de 
leurs  carrés. 

Procédons  maintenant  à  la  détermination  de  ç  el  de  9'. 

Pour  cela,  multiplions  la  première  condition  par  — sina', 
la  seconde  par  -4-  cosa'  et  ajoutons,  il  viendra 

cos(psin(a  —  a')  -î-  sin9  cosA  cos  \y.  —  a'   :=  cosA'sino'. 

Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  sino',  déduite  de 

la  dernière  condition,  et  multipliant  ensuite  les  deux  membres 

tanerA' 
par .    .  ?  on  trouve 

cososmA 

,    ,  ,   tansfA'  lanffA'         ,  , 

sinfa  —  a  )  — 7^ 1-  tango r-  cos; 2:  —  a  =  tango; 

^  '    sinA  "  '  langA         ^  °^ 

d'où  l'on  déduit,  toutes  réductions  faites, 

tangA'sin(a  —  a'  ) 


tango  =  — 

^       smA  —  tangA'cosA  cos(a  —  a) 

Nous  pouvons  soumettre  celle  formule  au  contrôle  de  deux 
vérifications.  Si  l'on  suppose  que  a'  est  égal  à  r  et  qu'en  même 

temps  A'  prend  la  valeur  -■»  le  second  plan  devient  celui 

des_  jTz,  de  sorte  que  9  représente  alors  l'angle  que  font  entre 
elles  les  intersections  du  premier  plan  avec  ceux  des  xy  et 
des  xz.  Cet  angle  a  été  déterminé  à  l'article  XLVII,  et  nous 

avons  trouve  que  sa  tangente  est  égale  a ^^ —  Or,  dans 

°  cosA 

l'hypothèse  actuelle,  la  valeur  générale  ci-dessus  de  tang9 

prend  la  forme 

tang- sin(a  — îr) 


sinA —  tang -cos  A  cos  (a  —  îr) 


Divisant  haut  el  bas  par  tang  -»  le  premier  terme  du  déno- 

minateur  devient  nul,  et  cette  valeur  se  réduite ^^-^-^ '—■, 

cosA 


—  178  - 

qui,  en  vertu  de  lang(a  —  tt)  =  langa,  est  la  même  que  celle 
ci-dessus. 

Si,  A'  étant  égal  à  -,  on  a  pareillement  a'  =  -»  le  second  plan 

devient  celui  des  jz,  et  l'angle  9  est  celui  que  font  entre  elles 
les  intersections  du  premier  plan  avec  ceux  des  xy  et  des  j2  ; 
alors  la  formule  générale,  après  qu'on  a  divisé  les  deux  termes 

de  la  fraction  par  tang  -5  devient 


tangl  Cf. 

•y}  .         cola 


et  par  suite 


cosA  cosA 

ainsi  que  nous  l'avons  trouvé  à  l'article  XLVII. 

Revenons  maintenante  la  valeur  ci-dessus  de  lang<p;  si,  pour 
abréger,  on  pose 

langA'sin(a:  —  a')^M,     sin  A  —  langA'cosA  cos(a:  —  y.']  =:N, 

N 
la  valeur  de  tang(p  prend  la  forme  -r:'  et  par  suite  on  aura 

M  N 

cos  9  =  _^,  >     sin  9  — 


Ces  valeurs,  substituées  dans  le  direciif  du  premier  plan,  don- 
neront pour  le  direciif  de  l'intersection  l'expression  suivante  : 

(rosa  H-  v/— I  sina)(M  -4-  y/— i  N  cosA)  -h  v'— i       N  sin  A 

On  vérifiera  que  la  somme  des  carrés  des  coefficients  respec- 
tifs de  I,  V  —  ' .  v'  — '       est  égale  à  l'unité. 

Maintenant,  pour  avoir  9',  multiplions  la  première  condi- 
tion par  —  sintz,  la  seconde  par  +  cosa  et  ajoutons  ;  il  viendra 

cosAsin9  =  —  cos9'sin(a  —  a')  +  cosA'sin9'cosf  a  —  a'). 
Remplaçant,  à  l'aide  de  la  troisième  condition,  sin  9  par  sa 


—  179  - 

valeur  en  fonciion  de  o' ,  on  trouvera,  toutes  réductions  faites, 

, langAsin(a  —  a!) 

°^  ~~  tangAcosA'cos{a  — a')  — sinA'* 

Si,  comme  précédemment,  on  pose,  pour  abréger, 

iangAcosA'cos(a— a')  — sinA'=  M',     iangAsin(:ï  — a'}=^N', 

on  aura  successivement 

M'  .      .  N' 

COS9  :=  -  ■>     sino 


Ces  valeurs,  substituées  dans  le  direcllf  du  second  plan,  don- 
neront pour  le  directif  de  l'intersection  l'expression  suivante: 

(  cosa^  -h  v^^  sin  oc!  )  (  M^  4-  \J-^i  N'  cosV) -H  v^~'^~'NMnA^ 

Il  va  sans  dire  que  cette  seconde  expression  de  l'inlersec- 
lion  doit  être  équivalente  à  la  précédente.  C'est  ce  qu'on  véri- 
fiera facilement  en  égalant  entre  eux,  de  part  et  d'autre,  les 

coefficients  respectifs  de  i,  v  —  »»  y  —  •  î  on  obtiendra  ainsi 
trois  équations,  et  l'on  reconnaîtra  sans  peine  qu'elles  ne  sont 
autre  chose  que  les  trois  conditions  primitives. 


LU. 

Nous  avons  déjà  constaté,  à  l'article  XXXV,  que  les  prin- 
cipes directifs  applicables  aux  droites  dans  l'espace  con- 
firment et  démontrent  au  besoin  ceux  qui,  d'après  les  con- 
sidérations géométriques  pures,  constituent  la  théorie  des 
triangles  sphériques  rectangles.  Nous  avons,  en  outre,  promis 
au  lecteur  que,  lorsque  nous  aurions  traité  de  la  direction  des 
plans,  nous  serions  en  mesure  de  poursuivre  et  de  généra- 
liser cet  examen  comparatif  et  de  l'appliquer  à  un  triangle 
sphérique  quelconque  :  le  moment  est  venu  de  justifier  cette 
assertion. 

On  va  voir,  en  efifel,  en  se  reportant  aux  trois  équations  de 
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condition  de  l'article  précédent,  que  celles-ci  renferment  en 
elles  tous  les  principes  de  la  Trigononiéirie  sphérique. 
Soient  {fg.  ii)  0  l'origine  et  OX  l'axe  des  x.  Représentons 

Fi(j.  II. 


r 

/      \X,' 

/         V\ 

/       /'  \ 

/  ^-^      31  A 

Lii^^-^' 

par  OA  la  trace  du  plan  qui  fait  un  angle  A  avec  celui  des  xy^ 
par  OA'  la  trace  d'un  second  plan  qui  fait  un  angle  A'  avec  le 
même  plan  des  coordonnées,  et  par  01  l'intersection  de  ces 
deux  plans,  les  points  A,  A',  l  étant  ceux  où  les  trois  droites 
coupent  la  sphère  unité.  On  formera  ainsi  un  triangle  sphé- 
rique dont  les  deux  côtés  lA  et  lA'  seront  les  angles  9  et  9', 
ci-dessus  et  dont  le  troisième  côté  représentera  la  différence 
des  arcs  a  et  a!  qui  définissent  les  deux  traces.  Quant  aux 
angles  de  ce  triangle,  celui  en  A  sera  l'angle  donné  A,  celui 
en  A'  sera  tt  — A',  enfin  celui  en  I  sera  celui  que  forment 
entre  eux  les  deux  plans  donnés. 

On  sait  que  dans  un  tel  triangle  les  sinus  des  côtés  sont  pro- 
portionnels aux  sinus  des  angles  opposés.  Or  c'est  évidem- 
ment celte  propriété  qu'exprime  la  troisième  condition.  A  la 
vérité,  dans  celle-ci,  c'est  sinA'  qui  figure,  tandis  que  dans  le 
triangle  c'est  7:  —  A';  mais,  comme  le  sinus  du  supplément 
d'un  arc  est  le  même  que  celui  de  cet  arc,  on  voit  que  celte 
circonstance  n'infirme  en  rien  la  vérité  de  la  proposition  dont 
il  s'agit  ici. 

Au  seul  point  de  vue  des  principes,  nous  pourrions  à  la  ri- 
gueur nous  borner  à  cette  constatation,  puisqu'on  sait  que 
toutes  les  formules  propres  aux  triangles  sphériques  peuvent 
se  déduire  d'une  seule  d'entre  elles  ;  mais,  comme  ici  il  est 
surtout  question  d'un  contrôle,  il  convient  de  faire  voir  qu'à 
leur  tour  les  deux  autres  conditions  conduisent,  comme  la 
dernière,  à  une  seconde  propriété  connue  des  triangles  sphé- 
riques. 
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Or  de  ces  deux  équations  nous  avons  drduit  la  suivante  : 

.    ,  .  .    ,  ,  ,         sinosinA 

ces©  sin(a  —  x)  -T-  cosAsino  cosfa  —  a  ,  = — — — 

^        ^  '         langA' 

En  la  divisant  par  sino,  elle  devient 

cotosin(a  —  x')  -t-  cosA  cos(2:  —  a';=  sinA  colA'. 

Maintenant  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou  a  sera  plus 
petit  que  a',  ou  il  sera  plus  grand  que  lui.  La  figure  ci-dessus 
suppose  qu'il  est  plus  petit  ;  dans  ce  cas  sin(a  —  a')  devra  être 
remplacé  par  —  sin(a'—  a)  ;  d'un  autre  côté,  on  a 

cotA'=  —  cot(r  —  A'); 

la  condition  ci-dessus,  en  y  introduisant  les  éléments  du 
triangle,  prendra  donc  la  forme 

—  cot9sin(a'—  a)-+- cosAcosfa'—  «)  =  —  sinA  coi(7r  — A'), 

d'où  l'on  déduit 

C0l9sin(a'—  a)  =  cosA  cos(a'—  a)  H-  sinAcot(7:  —  A'). 

On  reconnaît  ici  la  formule  qui,  dans  le  triangle  sphérique, 
lie  deux  côtés  ç  et  a'—  a  avec  deux  angles  A  et  r  —  A',  dont 
l'un  est  opposé  à  l'un  des  côtés. 

Si,  au  contraire,  c'est  a  qui  est  plus  grand  que  a',  la  diffé- 
rence a—  a!  sera  positive,  el  ce  sera  alors  A'  [Jig.  12)  qui 

Fig.  12. 


figurera  directement  dans  le  triangle,  tandis  que  l'autre  angle 
sera  r  —  A.  Or,  comme  on  a 

cosA  =  —  cos(7:  —  A), 

et  que  d'ailleurs  le  sinus  de  A  est  le  même  que  celui  de 
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~—  A,  il  en  résulte  que  la  condition  ci  dessus,  en  y  intro- 
duisant les  éléments  du  nouveau  triangle,  s'écrira 

rot9  sin(a;  —  a')  —  cosf-  —  A)  cos(a:  —  a')  =  sin(7:  —  A)cotA'; 

d'où  l'on  déduit 

C0I9  sin(a  —  x)  =  sin(7T  —  A)cotA'+  cos(-  —  A)  cos(a  —  a'), 

et  l'on  retombe  ainsi  sur  la  même  propriété  du  triangle  sphé- 
rique. 

Enfin,  pour  ce  qui  concerne  la  formule  qui,  dans  le  triangle, 
lie  les  trois  côlcs  avec  un  angle,  on  multipliera  la  première 
des  conditions  par  cosa',  la  seconde  par  sina',  et  on  les  ajou- 
tera. On  obtiendra  ainsi 

COS9  cos{a  —  a')  —  cosA  sino  sin(a  —  a')=:  cos«p'. 

Dans  le  cas  de  la  première  figure  ci-dessus,  où  a  est  moindre 
que  a',  on  a 

sin(a:  —  a')  =  —  sln(a'— a). 

Quant  à  A  opposé  à  l'angle  9',  il  se  maintient  dans  le  triangle 
tel  qu'il  a  été  primitivement  défini,  et  l'on  a,  en  résumé,  la 
condition 

cos9'=:  COS9  cos(a'  —  x)  -h  cosA  sin9  sin(a'  —  x), 

qui  exprime,  en  effet,  la  propriété  ci-dessus  rappelée- 
Dans  le  cas  de  la  seconde  figure  où  a  est  plus  grand  que  a', 
le  troisième  côté  est  alors  exprimé  par  a  —  a';  mais  l'angle 
opposé  à  9'  devient  tt— •  A,  et,  comme  on  a  —  cosA  égal  à 
cos(7T  —  A),  on  voit  que  l'équation  ci-dessus,  en  y  introdui- 
sant les  éléments  actuels  du  triangle,  devient 

cos9'=  COS9  cos(a  —  x'  )-+-  cos(7:  —  A)  sin9  siii(a  —  a';, 

qui,  encore  dans  ce  cas,  exprime  la  propriété  connue  en  vertu 
de  laquelle  les  trois  côtés  sont  liés  à  un  angle. 

De  ces  considérations,  que  nous  croyons  avoir  suffisamment 
développées,  il  résulte,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
annoncé,  que  les  trois  conditions  de  l'article  précédent,  direc- 
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lemenl  déduites  des  considérations  direclives,  renfermenl  en 
elles  tous  les  principes  de  la  Trigonométrie  sphérique,  ce  qui 
confirme  de  plus  en  plus  l'accord  existant  entre  les  deux 
sciences. 

LUI. 

Pour  compléter,  dans  ce  qu'ils  ont  d'essentiel,  les  faits  qui 
se  rattachent  à  la  coexistence  de  deux  plans,  nous  nous  pro- 
poserons de  déterminer  l'angle  que  ces  plans  font  entre  eux. 

A  cet  effet,  on  peut  remarquer  que  cette  recherche  se  ra- 
mène immédiatement  à  celle  de  l'angle  que  font  entre  elles 
les  deux  perpendiculaires  à  ce  plan,  puisque  cet  angle  est  le 
même  de  part  et  d'autre.  Or  c'est  un  problème  que  nous  avons 
traité  à  l'article  XL,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  rattacher  la  solu- 
tion que  nous  avons  obtenue  aux  données  actuelles  de  la 
question. 

Il  a  été  constaté  dans  cet  article  que,  si  6  ei  P  sont  la  longi- 
tude et  la  latitude  de  la  première  droite,  si  V  et  P'  sont  la  lon- 
gitude et  la  latitude  d'une  seconde  droite,  si  enfin  vj»  est  l'angle 
de  ces  deux  droites,  on  aura 

dosl  =  cos[3cosj3'cos(0—  9') -h  sinpsinp'. 

Dans  le  cas  actuel,  la  première  droite  étant  perpendicu- 
laire au  plan  dont  la  trace  sur  le  plan  des  xr  est  déterminé 

par  l'angle  a,  sa  longitude  sera  a  -4-  -  •  On  verra  de  même  que 

la  longitude  de  la  seconde  est  a'  +  -  »  de  sorte  que  cos(  0  —  9') 

prendra  la  valeur  cos(a  —  a'). 

En  ce  qui  concerne  les  latitudes,  il  résulte  également  du 
fait  de  la  perpendicularilé  que  celle  de  la  première  perpendi- 
culaire sera  Ah-  -^  et  celle  de  la  seconde  A'-}--;  de  sorte 

2  2 

qu'on  aura 

sin^  =  sin(  \  -^  -  |  =  cosA,     cosj3==  cosi  A  -+-  -  |=— sinA; 
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on  aura  de  même  pour  [3' 

sin,3'*=.sin(  A'-l-  -|  =  cosA',     cos|3'  =  cos(  A'+  -j  — —  sinA'. 

Subsliluani  toutes  ces  valeurs  dans  la  formule  qui  donne 
cos^j^,  celle-ci  devient 

cos^j'  =  sin  A  sinA'  cos(a  —  a')  +  cos A  cosA'. 

Telle  est  la  valeur  définitive  du  cosinus  de  l'angle  cherché. 

Or  nous  pouvons  encore  ici  constater  l'accord  qui  existe 
entre  les  considérations  directives  et  les  faits  géométriques. 

En  effet,  l'angle  ^  est  celui  qui  figure  en  I  dans  les  deux 
triangles  sphériques  mentionnés  dans  l'article  précédent  ; 
mais,  dans  ces  deux  triangles,  les  trois  angles  sont  :  ou  bien 
^,  A,  t:  —  A',  lorsque  a  est  plus  petit  que  a',  ou  bien  ^,7:  —  A 
et  A',  lorsque  ce  est  plus  grand  que  ce';  d'ailleurs,  dans  l'un 
et  dans  l'autre  cas,  le  côté  et  —  a'  est  celui  qui  est  opposé  à 
l'angle  '^.  Nous  nous  trouvons  donc  ici  en  regard  de  la  pro- 
priété en  vertu  de  laquelle  les  trois  angles  d'un  triangle  sphé- 
rique  sont  liés  à  l'un  des  côtés,  et  l'on  aura  en  conséquence, 
d'après  les  formules  connues,  savoir  : 

Dans  le  premier  cas, 

cost}'  =  sinA  sin(7T  —  A'  )  cos(5c  —  a')  —  cosA  cos(t:  —  A'), 
et  dans  le  second 

cost];  =  sin(7:  —  A)sinA'cos(a  —  a')  —  cosf::  —  A)  cos  A'. 

Or  que,  dans  l'un  et  dans  l'autre,  on  fasse,  pour  tt  — A  et 
pour  TT  —  A',  les  remplacements  légitimes  en  A  et  en  A',  et 
l'on  retombera  pour  cos 4*  sur  la  valeur  déduite  ci-dessus  des 
considérations  directives. 


LIV. 

La  connaissance  de  l'angle  ^  déterminé  par  l'intersection  de 
deux  plans  donne  les  moyens  d'avoir  le  directif  d'un  plan  qui 
fait  avec  un  autre  un  angle  donné. 

En  effet,  en  désignant  par  C  la  valeur  constante  du  cosinus 
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de  cet  angle,  on  aura 

C  =  sinA  sinA'  cos(a  —  ol')  +  cosA  cosA'; 

et,  comme  on  n'a  qu'une  seule  équation  pour  déterminer  les 
inconnues  a'  et  V  en  fonction  des  données  a,  A  et  C,  on  voit 
que  le  problème  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions. 
On  se  donnera  donc  à  volonté  une  des  quantités  a'  ou  A'  ;  à 
l'aide  de  la  condition  ci-dessus,  on  prendra  la  valeur  de  l'autre, 
et  on  la  substituera  dans  la  forme  générale  du  directif  du  plan 
cherché.  On  obtiendra  ainsi  pour  ce  directif 

(coso'-i-  V  —  i  cosA'sin(p')(cosa'H-  \/—  i  sina') 

H-  ^_ ,  ^    sin  A'sin 9', 

expression  dans  laquelle  il  entre  deux  variables  indépen- 
dantes, d'abord  o'  et  ensuite  a'  ou  A',  suivant  qu'à  l'aide  de 
l'équation  de  condition  on  aura  éliminé  l'une  ou  l'autre  de 
ces  quantités.  La  première  variable  9'  se  rapporte  dans  chacun 
des  plans  possibles  au\  positions  diverses  des  droites  situées 
sur  ce  plan  ;  l'autre  variable  a'  ou  A'  précise  la  position  indi- 
viduelle de  chacun  de  ces  plans. 

La  substitution  de  A'  en  fonction  de  a',  et  récif)roquemenl, 
étant  une  simple  recherche  de  calcul  ordinaire,  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas. 

Mais  nous  examinerons  le  cas  particulier  où  l'angle  "^  que 
font  les  deux  plans  est  droit.  La  constante  C  qui  représente 
cosi|>  est  alors  nulle,  et  l'équation  de  condition  prend  la  forme 

tang  A  tang  A'  cos(a  —  a'  )  =  —  1 , 

d'où  l'on  déduit 

cotA 
tang  A' = 


COà(  «  —  a'  )  ' 

on  aura  d'après  cela 

cos(a  —  OL  ) 


COSA': 


sinA'  = 


V'cos^(a  —  a.)  -t-col'A 
cotA 


\/cos'(a:  —  a')  -I-  col^A 
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cl  par  suilc  le  direclif  cherche  sera  exprimé  par 

/  ,        / —       cos(a  —  a')sin9'       V  t        i •      ,\ 

V  v/cos'(a  —  a') -I- coi''A/ 

V~  coiAsincp' 


-i-  v/ —  i 


VCOS'(a  —  ol)  -\-  col' A 


Telle  est  l'expression  directive  d'un  plan  dont  la  trace  sur 
le  plan  des^j  est  définie  par  l'angle  a'  et  qui  est  perpendicu- 
laire à  un  plan  défini  à  son  tour  par  les  éléments  a  et  A. 

Si,  indépendamment  de  l'hypothèse  que  l'angle  4^  est  droit, 
on  introduit  celle,  très-particulière,  que  les  deux  traces  sont 

perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  la  valeur  de  a'  devient  a  +  -? 

et  il  en  résulte  que,  la  différence  des  deux  angles  a.  et  a'  élanl 
un  angle  droit,  la  valeur  de  cos(a  —  a!)  est  nulle.  L'équation 
de  condition  se  réduit  alors  à 

cosA  cosA'  =  G, 

ce  qui  apprend  que  le  cosinus  de  A'  doit  être  nul,  et  que  par 
suite  l'angle  A'  est  droit.  Celle  conséquence  est  d'ailleurs  tout 
à  fait  conforme  aux  exigences  géométriques. 

D'un  autre  côté,  la  circonstance  que  cos(a  —  a')  est  nul  ré- 
duit le  direclif  à 


COS9'    cos(  a  -+-  -  j  -4- v'— '  siiM  5t  -4-  -  j    -f  v^—  I 


sino' 


c'est-à-dire  à  celui  d'un  plan,  perpendiculaire  au  plan  des  xy\ 
dont  la  trace  sur  ce  dernier  plan  fait  un  angle  droit  avec  celle 
du  plan  donné,  et  dans  lequel  l'angle  variable  9'  est  celui 
qu'une  droite  quelconque  située  dans  ce  plan  fait  avec  la 
ligne  suivant  laquelle  il  coupe  celui  des  coordonnées  xy.  Tout 
cela  se  trouve  en  complet  accord,  soit  avec  les  faits  géomé- 
triques connus,  soit  avec  les  principes  direclifs  ci-dessus 
établis. 


187 


LV. 


Après  nous  être  occupé  des  faits  principaux  qui  se  rallacheni 
à  la  coexistence  de  deux  plans,  nous  allons  procéder  à  la  re- 
cherche de  ceux  qui  résultent  des  comparaisons  qu'on  peut 
faire  entre  la  situation  d'un  plan  et  celle  d'une  droite. 

Nous  nous  proposerons  d'abord  de  déterminer  à  quels  carac- 
tères on  reconnaîtra  qu'une  droite  est  contenue  dans  un  plan 
donné. 

Si  l'on  se  reporte  aux  considérations  développées  à  l'ar- 
ticle XLVI,  et  qui  ont  pour  objet  la  détermination  du  directif 
d'un  plan,  on  reconnaîtra  que  l'esprit  de  la  méthode  que  nous 
avons  employée  consiste  à  trouver  une  expression  algébrique 
commune  à  toutes  les  droites  qui,  en  vertu  des  lois  de  la  Géo- 
métrie, auront  été  reconnues  comme  jouissant  de  la  propriété 
d'être  situées  sur  ce  plan.  11  est  évident,  en  effet,  que,  si  une 
pareille  expression  existe,  par  cela  même  qu'elle  s'appliquera 
à  chacune  de  ces  droites,  elle  deviendra  un  symbole  analy- 
tique propre  à  caractériser  leur  ensemble,  c'est-à-dire  le  plan 
dans  lequel  elles  sont  toutes  synthétiquement  résumées. 

Une  telle  expression  devra  évidemment  contenir  les  don- 
nées qui  servent  à  définir  le  plan  ;  mais  en  outre,  par  cela 
même  qu'elle  doit  convenir  à  l'infinité  des  droites  qui  y  sont 
situées,  elle  devra  aussi  renfermer  une  variable  indépendante 
ayant  pour  mission,  à  l'aide  des  valeurs  arbitraires  qu'on  lui 
attribuera,  de  spécialiser  chacune  de  ces  droites. 

On  a  vu  à  l'article  XLVI  comment,  dans  l'ordre  de  données 
que  nous  avons  adopté  pour  la  définition  du  plan  et  qui  sont 
d'abord  l'angle  a  que  fait  avec  l'axe  des  x  sa  trace  sur  le  plan 
des  xy  et  ensuite  l'angle  A  suivant  lequel  il  coupe  celui-ci, 
on  a  vu,  dis-je,  comment  les  conditions  qui  viennent  d'être 
énoncées  se  réalisent  au  moyen  de  l'expression  générale 

(Dcoso  -hO'sinç, 

dans  laquelle  (D  représente  le  directif  de  la  trace,  (D' le  directif 
de  la  perpendiculaire  à  cette  trace  dans  le  plan  donné,  et  9 
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l'angle  que  fait  avec  celle  môme  trace  une  droite  quelconque 
située  dans  le  plan.  De  ces  désignations  il  résulte  que  c'est 
dans  (D  et  dans  (D'  que  résident  les  quantités  constantes  qui 
caractérisent  le  plan  (ces  expressions,  en  effet,  sont  inva- 
riables avec  lui)  et  que  <p,  qui  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
de  zéro  à  2Tr,  est  la  variable  indépendante  spécifiant  chaque 
droite  en  particulier. 

De  ces  explications,  que  nous  avons  cru  nécessaire  de  re- 
produire avec  quelques  développements,  il  résulte  qu'une 
droite  quelconque,  considérée  dans  l'espace,  ne  pourra  être 
contenue  dans  le  plan  donné  que  sous  la  condition  que  son 
directif  rentrera  dans  la  catégorie  des  espèces  du  symbole  gé- 
néral Ocoscp  +  (D'sincp,  et  sera  par  conséquent  équivalent  à 
un  des  cas  particuliers  qui  en  font  partie. 

Or  ce  symbole,  lorsqu'on  y  remplace  O  et  (D'  par  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  a  et  de  A,  prend  la  forme  indiquée  à  l'ar- 
ili'cle  XLVI,  savoir: 

(cos9  -I-  v/—  '  cosA  sin9)(cosa  -+-  \'—i  sina) 

-+-  v  —  I       smA  sincp. 

D'un  autre  côté,  si  9  et  (3  sont  la  longitude  et  la  latitude  de    . 
la  droite,  son  directif  sera 

cos[3(cos0  +  v^^^sinô)  +  y/— i^      sin(3, 

et,'puisqu'il  faut  que  ce  dernier  soit  équivalent  à  une  des  va- 
leurs que  prend  le  directif  du  plan  dans  le  cours  des  variations 
de  9,  la  valeur  particulière  de  cp  au  moyen  de  laquelle  cette 
équivalence  sera  réalisée  se  déterminera  en  écrivant  l'égalité 
des  deux  expressions  ci-dessus,  ce  qui  conduit  aux  trois 
équations  de  condition  suivantes  : 

cos9COsa  —  rosAsin^  sina  =  cos(3cos6, 
coso  sina  -f-  rosAsinç  cosa  =  cos(3sin0, 
sinA  sin©  --  sin(3. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  l'une  d'elles  est  toujours  com- 
portée par  les  deux  autres,  de  sorte  qu'en  réalité  on  n'a  que 
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deux  conditions  distinctes.  De  celles-ci  on  déduira,  en  fonc- 
tion des  données  a,  A,  5  et  p,  les  valeurs  que  devraient  avoir 
coso  et  sin9,  el  il  ne  s'agira  plus  que  de  s'assurer  si  ces  va- 
leurs, qui  sont  fixes  comme  le  sont  les  données  qui  les  déter- 
minent, jouissent,  en  effet,  de  la  propriété  d'être  le  cosinus 
et  le  sinus  d'un  même  angle.  S'il  en  est  ainsi,  l'angle  <p  exis- 
tera, et  la  droite  donnée  sera  contenue  dans  le  plan  ;  mais,  si 
ces  valeurs  ne  satisfont  pas  à  la  condition  que  la  somme  de 
leurs  carrés  est  égale  à  l'unité,  l'existence  de  l'angle  9  sera 
inconciliable  avec  les  conditions  connexes,  simultanément 
imposées  par  les  données  du  plan  el  par  celles  de  la  droite,  et 
par  conséquent  celle-ci  ne  sera  pas  située  sur  le  plan. 
Cela  posé,  des  équations  ci-dessus  on  déduit 

smo=^ — Ç,     coso  =  cosp  cosfo  —  a). 
smA  '  r        \  / 

Or,  en  se  reportant  aux  considérations  géométriques  qui 
s'appliquent  aux  triangles  sphériques  rectangles,  on  reconnaî- 
tra sans  peine  que  ces  deux  conditions  sont  satisfaites  par  un 
triangle  de  cette  espèce  dont  9  serait  l'hypoténuse,  dont  (3  et 
6  —  a  seraient  les  côtés  de  l'angle  droit  et  dont  A  serait 
l'angle  opposé  au  côté  [3.  Ce  triangle  étant  d'ailleurs  complè- 
tement déterminé  par  les  seuls  éléments  A  et  5  —  x,  s'il  arrive 
que  l'arc  opposé  à  A  et  dépendant  de  ces  éléments  soit  préci- 
sément l'arc  donné  (3,  le  triangle  sera  constructible  avec  les 
données  de  la  question  el  les  deux  équations  ci-dessus  seront 
nécessairement  satisfaites  ;  mais,  si  la  latitude  donnée  [3  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  ne  doit  l'être  l'arc  obligé  qui 
est  opposé  à  A,  le  triangle  ne  pourra  être  construit,  et  par 
suite,  les  deux  équations  ci-dessus  n'étant  pas  réalisables,  la 
droite  ne  sera  pas  dans  le  plan. 

D'ailleurs,  si  dans  le  même  triangle  on  a  recours  à  la  pro- 
priété qui  lie  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  à  l'angle  A,  on 
sait  qu'on  aura 

tangjî  =  tangA  sin(9  —  a). 

Telle  est  donc,  en  définitive,  la  valeur  que  doit  avoir  la  tan- 
gente de  p  en  fonction  des  trois  autres  données,  pour  que,  le 
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triangle  qui  nous  occupe  étant   constructible,  la  droite  se 
trouve  située  sur  le  plan. 

Cette  conséquence,  déduite  de  considérations  purementgéo- 
métriques,  est  confirmée  par  l'Analyse.  En  eflet,  si,  dans  la  pre- 
mière des  trois  conditions  ci-dessus,  on  substitue  les  valeurs 
obtenues  pour  cos<p  et  pour  sintp,  elle  devient 

sin  3 
cosS  cos(0  —  a)  cosa  —  cosA  '-~r  sina  =  cosûcose.- 

^        ^  '  sinA  ^ 

Divisant  les  deux  membres  par  cos[â,  on  a 

sinalang(3 


cos [0  —  a )  cos a  —  cos 0 


taneA 


Le  premier  membre  se  réduit  à  s!nasin(5  —  a);  divisant 
donc  toute  l'équation  par  sina,  on  trouve  comme  précédem- 
ment 

tangp  =  langA  sin(0  —  oc). 

\jA  substitution  des  valeurs  de  coscp  et  de  sin9  dans  la  se-, 
conde  condition  donnerait  la  même  valeur  de  tang[3.  On  se 
convaincra  enfin  qu'on  arriverait  également  au  but  en  écrivant 
que  la  somme  des  carrés  des  expressions  représentatives  de 
COS9  et  de  sincp  est  égale  à  l'unité. 

Concluons  donc  qu'un  plan  étant  défini  par  les  données  a 
et  A,  une  droite,  ayant  pour  longitude  0,  ne  sera  contenue 
dans  le  plan  que  si  la  tangente  de  la  latitude  est  égale  à 
tangA  sin(0  —  a). 

Or  de  cette  valeur  de  tang[3  on  déduit  les  suivantes  : 


cos  3 


sin[3 


v'i  H-  lang-'Asin'(!5  —  a) 
tangA  sini  0  —  a) 


y/i  +  tang'A  sin'(  0  —  a) 


Faisant  donc,  dans  le  direciif  de  la  droite,  la  substitution  de 
ces  valeurs,  ce  direciif  devient 

COS0 -+- ^— 1  sinô  +  \/— I        inngA  sinC)  —  a) 
\li  4-  lang'Asin'((5  —  a) 
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On  peui  remarquer,  comme  vérification,  que,  si  0  prend  la 

valeur  -■>  celle  expression  doil  devenir  le  directif  de  l'inier- 

seciion  du  plan  donné  avec  celui  desyz.  En  effet,  dans  celle 
hypothèse,  elle  se  réduit  d'abord  à 

^/ — i-+-v^— i        tangA  cosa 
^/i  -f-'tang'A  cos'a 

Puis,  mulllpliani  haut  et  bas  par  cosA  et  remplaçant  sous  le 
radical  sin'A  par  i  —  cos'A,  on  trouve 

V'— I  cos  A -f- V— I        sinA  cosa 
V'cos-A  sin'a  -f-  cos'a 

qui  est  en  effet  l'expression  du  directif  de  cette  intersection 
donnée  à  la  fin  de  l'article  XLVII. 

Présentons  une  dernière  observaiion.  Dans  les  termes  où 
la  question  est  posée,  la  longitude  0  de  la  droite  donnée  est 
une  quantité  fixe,  et,  par  suite,  l'expression  ci-dessus,  fixe  à 
son  tour,  représente  le  direciif  de  cette  droite;  mais,  comme 
on  en  pourrait  dire  autant  de  toute  autre  droite  ayant  une  lon- 
gitude différente  de  0,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  suppose  9  va- 
riable, cette  expression  conviendra  indistinctement  à  toutes 
les  droites  situées  sur  le  plan,  de  sorte  qu'on  est  autorisé  alors 
à  la  considérer  comme  le  directif  de  ce  plan.  Dans  ce  cas,  la 
variable  indépendante  qui  doit  figurer  dans  tout  directif  de 
cette  espèce,  et  qui  précédemment  était  o,  devient  mainte- 
nant 9.  On  pourra  s'assurer,  en  effet,  que  les  valeurs  de  sin9 
et  de  COS9,  étant  substituées  dans  le  directif.du  plan  exprimé 
en  9,  transforment  celui-ci  en  l'expression  ci-dessus,  dans  la- 
quelle a  et  A  continuent  à  représenter  les  constantes,  mais 
où  9  va  remplir  désormais  la  fonction  de  variable  indépen- 
dante. 
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LVI. 


Après  avoir  ainsi  établi  la  condition  en  vertu  de  laquelle 
une  droite  es,i  située  sur  un  plan,  occupons-nous  de  la  ques- 
tion inverse  qui  consiste  à  assujettir  un  plan  à  passer  par  une 
droite  donnée. 

La  Géométrie  nous  enseigne  que  par  une  droite  on  peut 
faire  passer  une  infinité  de  plans,  et  que,  par  conséquent,  le 
problème  que  nous  cherchons  à  résoudre  est  indéterminé. 
C'est  ce  que  l'analyse  va  confirmer. 

Si,  conformément  à  ce  que  nous  avons  pratiqué  jusqu'ici, 
nous  désignons  par  a  et  A  les  éléments  encore  inconnus  qui 
servent  à  définir  le  plan  cherché,  si,  d'un  autre  côté,  nous  re- 
présentons par  0  et  (3  la  longitude  et  la  latitude  de  la  droite 
donnée,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  constaté  dans  l'article 
précédent  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
la  droite  soit  contenue  dans  le  plan,  et  pour  qu'inversement 
le  plan  passe  par  la  droite,  est  exprimée  par  l'équation 

lang(3  =  langA  sin(  0  —  a); 

mais,  tandis  que  précédemment  A  et  a  étaient  connus  et  que  0 
et  (3  étaient  dans  leur  dépendance,  ici  au  contraire  c'est  0  et  [3 
qui  sont  fixes  et  a  et  A  qui  sont  les  inconnues. 

En  conséquence,  délern)inant  d'après  cette  équation  la  va- 
leur de  A,  on  trouvera 

tnnpS 
langA  = 


sin(6  —  oc) 


Telle  est  l'unique  relation  qui  lie  les  inconnues  a  et  A  avec 
les  données  B  et  (3,  et  il  en  résulte  qu'en  effet,  ainsi  que  nous 
l'avons  annoncé  tout  à  l'heure,  il  peut  passer  une  infinité  de 
plans  par  une  droite  donnée. 

Ces  plans  s'obtiendront  en  attribuant  à  a  telle  valeur  qu'on 
voudra,  ce  qui  revient  à  se  donner  arbitrairement  leur  trace 
sur  le  plan  des  xy  et  à  déterminer  leur  inclinaison  sur  ce 

même  plan  des  coordonnées,  au  moyen  d'un  angle  dont  la 

tang[3 


tangente  aura  pour  valeur 


sin({/  —  a.) 
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De  celle  valeur  de  langA  on  déduit  les  suivantes 

sin(5  —  a) 


cos  A 
sinA 


V'sin'(5  —ex.)  -h  languis 
l;uie:3 


\'s\n^[6  —  a)  -i-laiig'(3 


Subslituanl  donc  dans  l'expression  ordinaire  du  direciif 
d'un  plan  ces  valeurs  de  cos  A  et  de  sinA,  celle  expression 
prendra  la  forme  particulière 

[,     , sinfQ  — a)sino       1/  ,- — -    .      ,, 

coso+v^— I    ^_  — — =:r    (cos3t -4- y  — I  sina) 

v/sin'(Ô—  ajH-lang^;3j 

lang^sino 


+  v'— I 


\/sin^{e  — oc) -h  tang\3 


qui  sera  celle  de  tous  les  plans  jouissant  de  la  propriété  de 
passer  par  la  droite  donnée. 

On  voii  que  ce  direciif,  ainsi  que  cela  doit  êlre,  possède 
deux  variables  indépendantes  a  et  9,  la  première  a  destinée  à 
fixer  la  position  individuelle  de  chaque  plan,  la  seconde  9 
servant,  une  fois  que  le  plan  a  été  ainsi  déterminé,  à  caracté- 
riser la  situation  des  diverses  droites  qui  y  sont  contenues. 

Il  importe  de  remarquer  que,  dans  celle  question,  o  con- 
serve toute  son  indépendance,  tandis  que,  dans  la  précédente, 
les  valeurs  déterminées  pour  sino  et  cosç  sont  fixes  et  ap- 
partiennent lout  particulièrement  à  l'angle  que  la  droite  don- 
née doit  fiiire  avec  la  trace  du  plan  pour  qu'elle  soit  contenue 
dans  celui-ci. 

11  suit  de  là,  et  c'est  un  moyen  de  vérification  que  nous  ne 

devons  pas  négliger  d'indiquer,  que  si,  dans  le  cas  actuel,  on 

veut  considérer  9  non  plus  comme  une  indéterminée,  mais 

comme  étant  l'angle  spécial  que  la  droite  donnée  doit  faire 

avec  celle  qu'on  aura  choisie  comme  trace  du  plan  sur  le  plan 

des  xy;  que  si,  par  conséquent,  on  attribue  à  COS9  et  à  sin9 

l  ^  ^  .  n        ,  r.  sinâ 

I  les  valeurs  respectives  cosS  cos(9  —  a), -^— Ç  ?  1  expression 

l  r        V  /   SinA 

t  directive  que  nous  venons  d'obtenir  devra  finalement  se  ré- 

i3 
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soudre  en  celle  de  la  droite  donnée.  C'est  ce  que  nous  allons 
constater. 

En  effet,  dans  ces  circonstances,  la  substitution  des  valeurs 
de  coscp  et  de  sin9  dans  le  directif  ci-dessus  donne 

r  _   sin('.-.i|;i|  -| 

I  cosôcos(9  —  a)  -f-  V  — ï  "''-"'  I 

L  s/siu'id  —  aj-i-lang'^J 

,-  tangp  -^ 

X  (cosa  -t-  \—i  sinaj  -h  v/— i 


Vsin»{6—  a)  -t-  tang'j3 

Mais,  parce  que  le  radical  a  pour  valeur  — .^^^  on  voit  que 

sinA 

l'expression  se  ramène  immédialemenl  à 

cos{3[cos(0  —  a)  -+-  \/—i  sin(0  —  at)]  (cosa  -4-  V— «  sina)  +  y/— i  sinJS. 

D'ailleurs  cos{9  —  a)  -h  \/—i  sin(0  — a)  ayant  pour  valeur 

COS0  -f-  ^/_  ,  sinô 

■    , 

cosa  +  ^—i  sina 

l'expression  se  simplilie  encore  et  devient,  après  qu'on  y  a 
opéré  toutes  les  réductions, 

cos(3(cos0  4- v/— I  sinO]  +  y  — '       sin(3, 

forme  sous  laquelle  on  reconnaît  en  effet  le  directif  de  la 
droite  donnée. 

LVII. 

Dans  la  catégorie  des  questions  auxquelles  peut  donner 
lieu  la  coexistence  d'une  droite  et  d'un  plan,  une  des  plus 
importantes  est  celle  qui  consiste  à  déterminer  l'angle  qu'un 
plan  fait  avec  une  droite. 

Pour  la  résoudre,  imaginons  que  par  l'origine,  point  que 
nous  supposons  toujours  être  commun  soit  aux  droites,  soit 
aux  plans  considérés,  nous  menons  une  perpendiculaire  au 
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plan  donné,  puis  par  celle  perpendiculaire  el  par  la  droile 
faisons  passer  un  plan.  11  résulte  des  condiiions  auxquelles  ce 
dernier  plan  se  trouve  assujetti  qu'il  sera  perpendiculaire  au 
plan  donné,  el  comme,  d'ailleurs,  il  contient  notre  droite, 
l'angle  cherché  d-  sera  celui  que  la  droite  fait  dans  ce  plan 
avec  l'interseciion  ;  mais,  parce  qu'il  contient  aussi  la  per- 
pendiculaire au  plan  donné,  il  s'ensuit  que  l'angle  cherché 
sera  le  complément  de  celui  que  celle  perpendiculaire  fait 
avec  la  droite  donnée. 

Nous  sommes  ainsi  ramené  à  trouver  l'angle  de  deux  droites, 
question  déjà  traitée  à  l'arlicle  XL,  el  au  sujet  de  laquelle  il 
ne  nous  restera  plus  qu'à  rattacher  la  solution  obtenue  aux 
données  actuelles  de  l'énoncé. 

Il  a  été  constaté  dans  cet  article  que,  si  ô  et  p  sont  la  longi- 
tude et  la  latitude  d'une  première  droite,  si  h'  et  5'  sont  la 
longitude  et  la  latitude  d'une  seconde  droite,  si  enfin  -l'  est 
l'angle  de  ces  deux  droites,  on  aura 

cos-y  =  cospcos|S'cos(5  —  5')  -f-  sin^sin^î'. 

Dans  le  cas  actuel  5  et  3  sont  connus:  ce  sont  les  éléments 
de  la  droite  donnée.  Quant  à  V  et  ;S',  qui  sont  les  éléments 
directifs  de  la  perpendiculaire,  nous  avons  constaté  à  l'ar- 
lirle  XLIII  que,  si,  comme  dans  ce  qui  précède,  le  plan  est 
défini  par  les  angles  a  et  A,  on  aura 


En  conséquence,  les  valeurs  respectives  de 

cos(0  — &'),     cos,5',     sin^' 

seront 

sin(5 — 3c),     — sin  A,     -i-cosA. 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  cosJ>',  il  viendra, 

cosi  =  —  cos(3  sin  A  sin  (5  —  a)  -\-  sin(3cosA, 

el,  parce  que  l'angle  cherché  4'  est  le  complément  de  6', 
nous  aurons  finalement 

sin'i>  =  —  cos^sin  A  sin(5  —  a   -hsin^cosA. 
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On  remarquera  que,  si  la  droite  était  située  sur  ie  plan  donné, 
l'angle  ^  serait  nul;  il  faut  donc,  dans  ce  cas,  que  le  second 
membre  de  l'équaiion  ci-dessus  se  réduise  à  zéro.  Or  la  con- 
dition nécessaire  pour  que  la  droite  soit  dans  le  plan  est 

lang(3  =  langA  sin  (0  —  a), 

de  laquelle  on  déduit 

.     .  tang[3 

sin(5  —  a)  = Y* 

^  '       tangA 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  sinv|;,  le  premier 
terme  du  second  membre  devient 

tan£f!3  « 

—  cosSsinÂ    — 5J1,     c'est-à-dire     — sinScosA. 
•^  tangA 

Il  est  donc  égal  et  de  signe  contraire  au  second  terme,  et  par 
suite  la  valeur  de  simj'  est  en  efiet  nulle. 

Si  la  droite  donnée  est  située  sur  le  plan  des  a;/,  sa  lati- 
tude [3  est  nulle.  Alors  le  sinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  le 
plan  est  mesuré  par  la  dislance  perpendiculaire  à  ce  plan 
comprise  entre  celui-ci  et  le  point  où  la  droite  vient  couper 
la  sphère  unité.  Celle  distance  est  l'un  des  côtés  de  l'angle 
droit  d'un  iriangîe  rectangle  dont  sin{0  —  a)  est  l'hypoténuse 
et  dont  l'angle  aigu  opposé  au  côté  sin 4"  est  A;  on  aura  donc 

sin<|;  =:  sin  A  sin(ô  —  a). 

Or  on  voit  immédiatement  que  telle  est,  en  effet,  la  valeur 
que  donne  la  formule  lorsqu'on  y  suppose  que  la  latitude  p 
devient  nulle. 

LVIH, 

Jusqu'à  présent  les  plans  dont  nous  nous  sommes  occupé 
ont  été  définis  par  la  double  condition  de  passer  par  une 
droite  donnée  située  dans  l'un  des  plans  des  coordonnées  et 
de  faire  avec  ce  même  plan  un  certain  angle.  On  conçoit  que 
la  définition  d'un  plan  peut  être  constituée  par  plusieurs 
autres  moyens,  et  il  convient,  sinon  de  les  passer  tous  en  re- 
vue, du  moins  de  s'occuper  des  principaux.  Parmi  ceux-ci. 
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un  des  plus  imporlanls  esl  celui  qui  consiste  à  assujettir  un 
plan  à  passer  par  deux  droites  données  et  à  déterminer  son 
direciif  à  l'aide  des  éléments  qui  définissent  les  deux  droites. 
Si,  comme  dans  ce  qui  précède,  nous  désignons  par  a  et  A 
les  angles  qui  nous  ont  servi  de  données  ordinaires  pour  le 
plan,  mais  qui  sont  encore  inconnus,  si  nous  appelons  6  et  ^ 
la  longitude  et  la  latitude  de  la  première  droite,  Ç'  et^'  lu 
longitude  et  la  latitude  d'e  la  seconde  droite,  on  remarquera 
que,  parce  que  le  plan  cherché  doit  contenir  chacune  des 
deux  droites,.il  résulte  de  ce  qui  a  été  exposé  à  ce  sujet  dans 
l'article  LV  qu'on  devra  avoir  les  deux  conditions 

tang^  =  tangAsin(9  —  a),     tang^'=  tangA  sin(6'  —  a), 

à  l'aide  desquelles  nous  pourrons  déterminer  a  et  A  en  fonr- 
tion'des  quantités  connues  5,  j3,  9',  (J'. 
Si  on  les  divise  l'une  par  l'autre,  on  éliminera  A,  et  il  viendra 

t3ng(3  sin(S  —  a) 

lang(â'  ~  sin(6'—  a.) 

Développant  les  deux  termes  de  Iq  fraction  qui  forme  le  se- 
cond membre  et  les  divisant  ensuite  par  cosa,  on  a 

lang^  s'\x\B  —  cosôtanga^ 

tang^'       siii^'—  cos^'tanga* 

faisant  alors  disparaître  les  dénominateurs  et  ne  laissant  dans 
le  premier  membre  que  les  termes  multipliés  par  langez,  on 
trouve 

langa(tang3'cosô—  tang(3cosô')  =  sinô  tangj3'^  langjSsin^', 

et  de  là  on  déduit 

sin  Q  tang(3'—  tang(â  sin  6' 


tangsc 


cos  $  tang  (5'  —  tang  (5  cos  9' 


On  peut  remarquer,  comme  vérification,  que,  si  les  longi- 
tudes 9  et  Q'  sont  égales,  les  deux  droites  sont  dans  un  plan 
ayant  même  longitude  qu'elles  et  perpendiculaire  au  plan 
des  xy.  Ce  plan  est  donc  celui  qu'on  cherche,  et  par  suite  y. 
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doit  êlre  égal  à  0.  C'est  en  elfel  ce  qiie  donne  la  Cormule  qui 
se  réduit  alors  à 

langa  =  langô. 

Supposons,  au  contraire,  que  ce  sont  les  latitudes  j3  et  [3'  qui 
sont  égales.  Dans  ce  cas,  les  extrémités  de  (3  et  de  j3'  seront 
situées  toutes  deux  sur  un  même  parallèle  de  la  sphère,  et, 
comme  elles  sont  contenues  l'une  et  l'autre  dans  le  plan 
cherché,  la  droite  qui  les  réunit  sera  l'intersection  de  ce  plan 
avec  celui  du  parallèle;  par  suite,  l'intersection  de  ce  même 
plan  avec  celui  des  xf  sera  parallèle  à  cette  mêifte  droite. 

Or  cette  droite  est  perpendiculaire  au  méridien  qui  divise 
en  deux  parties  égales  l'angle  que  forment  entre  eux  les  mé- 
ridiens des  deux  droites  données  ;  d'où  il  suit  que  la  trace  cher- 
chée devra  être  perpendiculaire,  dans  le  plan  des  xy,  à  la  bis- 
sectrice de  cet  angle.  D'ailleurs  celle-ci  fait  avec  l'axe  des  ^  un 

angle  égal  a ;  par  conséquent,  1  angle  a  aura  dans  ce  cas 

pour  valeur 1 — i  d'où  l'on  conclut  finalement 

'  a  2 

0  4-0' 

tanga  =:  —  rot • 

2 

Voyons  ce  que,  de  son  côté,  la  formule  nous  apprend  à  cet 
égard  :  l'hypothèse  que  [3'  est  égal  à  (3  la  réduit  à 

_  sin0  —  sinô' 

^  COS0  — COS0" 

mais  on  sail  qu'on  a  les  deux  relations  suivantes  : 


COS0—  cos0'==^ —  2siq 

Opérant  la  division  et  supprimant  dans  les  deux  termes  le 

.6-6'  ,   '     I  • 

facteur  commun  asm j  on  trouve  que  langa  est  égal  a 

2 

6  —  0' 
—  col )  ainsi  que  nous  venons  de  le  constater. 

a 
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La  valeur  de  x  élanl  ainsi  connue,  procédons  à  la  détermi- 
nation de  celle  de  A. 
Si,  pour  abréger  et  simplifier  les  calculs  intermédiaires,  on 

M 

pose  langa  =  ^•>  on  aura 

N  ]\î 

cosa  = -^==»      sina  = 


Prenons  maintenant  une  quelconque  des  valeurs  de  lang^ 
ou  de  langS',  la  première  par  exemple,  on  en  déduira 

langA—  ^^ 


sin(Ô-^a) 

Si  l'on  développe  sin(0  —  a)  et  si  l'on  introduit  dans  ce  dé- 
veloppement les  valeurs  ci-dessus  de  cosa  et  de  sina,  on  aura 

V^ÂPnVtang3 
tang A  =  . ,   .    , .,       "V  ; 

mais  on  a" 

Nsinô  ■=i  sin0(cos^  tang^'  —  langiî  cosô'), 
Mcosô  =::  cosô(sin9  tangjS'—  tang^sinô'). 

Prenant  la  différence,  il  vient 

Nsin^  —  Mcos9  =  —  tang^(sin6cos6'—  cos0  sinô') 

et  par  suite 

tang  A  = : — jr ^-f 

"  sin(0  — 6') 


Substituant  enfin  pour  y'M-^-  iN^  sa  valeur,  on  obtient  direc- 
tement l'expression  suivante  de  tangA  en  fonction  des  don- 
nées: 

_  Viang'|3-r- tang'ls'  — 2iang^  iang,&'cos(6' —  6') 
tangA  — , y. • 

^  sin(e  — Ô') 

Si  maintenant,  dans  le  directif  du  plan  où  figurent  a  et  A,  on 
introduit  les  valeurs  obtenues  pour  les  lignes  trigonomélriques 
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de  ces  deux  angles,  il  viendra,  pour  l'expression  de  ce  direclif, 

/  , sin(9  — 0')sin<p        \  N  h- M  v^^ 

I  cos©  -}-  v/—  I I  — 

\  ^sin»(0-0')  +  M=4-NV    v'M'+N^ 

V"  \/iVP+N'sino 


v/-, 


v/sin'(0  — 6')  +  M^  +  i\» 


Nous  avons  conservé,  comme  moyen  d'abréviation,  les  sym- 
boles M  et  ]N  ;  mais,  leurs  valeurs  en  fonction  des  données 
étant  connues,  il  sera  toujours  facile,  dans  les  applications, 
d'écrire  ce  direclif  dans  la  forme  même  voulue  parcesdonnées. 

On  vérifiera  que  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de 

i,V— i,v'~'        est  égale  a  l'unité. 

LIX. 

En  faisant  varier  à  volonté  les  éléments  de  longitude  et  de 
latitude  qui  servent  à  définir  les  deux  droites,  on  pourra  pro- 
céder à  l'examen  de  tous  les  cas  particuliers  qui  peuvent  se 
présenter. 

Ces  recherches  n'offrent  généralement  rien  de  compliqué; 
mais  il  y  a  certaines  spécialités  pour  lesquelles  les  éléments 
dont  nous  venons  de  parler  arrivant  à  leurs  limites  attribuent 
à  toutes  les  tangentes  qui  figurent  dans  les  calculs  précédents 
des  valeurs  nulles  ou  infinies,  et  qui  quelquefois  se  présentent 
dès  l'abord  sous  la  forme  indéterminée.  Dans  ces  divers  cas, 
ce  n'est  qu'à  l'aide  de  discussions  minutieuses  et  d'une  na- 
ture assez  délicate  qu'on  arrive  à  être  fixé  sur  les  valeurs  qu'il 
convient  finalement  d'adopter.  Nous  croyons  donc  qu'il  est 
nécessaire  de  montrer  par  quelques  exemples  comment  ces 
discussions  doivent  être  conduites. 

L'hypothèse  que  les  deux  droites  données  sont  successive- 
ment deux  des  trois  axes  des  coordonnées  nous  a  paru  ren- 
fermer tout  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  à  exposer  à  ce  sujet,  et  nous 
allons  procéder  à  son  examen  détaillé. 

Admettons  que  nos  deux  droites  sont  l'une  l'axe  des  a:, 
l'autre  l'axe  des  y,  ce  qui  revient  à  supposer  que  6,  (3  et  p** 
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sont  nuls  et  que  0'  =  -'  Dans  ce  cas,  le  plan  cherché  esl  évi- 
demment celui  des  xy;  il  faut,  par  conséquent,  que  le  direciif 
de  l'article  précédent  se  ramène  à  l'expression  d'une  droite 
quelconque  située  sur  ce  plan  des  coordonnées.  Nous  allons 
voir  que  le  calcul  confirme  en  effet  cette  conclusion. 
Et  d'abord,  pour  qu'il  en  soit  ainsi  que  nous  venons  de  le 

\^~ 

dire,  il  faut  que  le  terme  en  \/—i  disparaisse.  Or,  si  l'on  re- 
marque que  ce  terme  a  pour  facteur  \/Ar-f-  iN',  et  que,  lorsque 
P  et  (3'  sont  nuls,  il  en  esl  de  même  de  M'-4-  N-,  on  voit  que 
celte  première  condition  sera  satisfaite  et  que,  par  consé- 
quent, ce  qui  restera  de  l'expression,  après  la  radiation  de  ce 
terme,  ne  pourra  être  que  le  directif  d'une  droite  située  sur 
le  plan  des  xy\ 

Quelle  sera  cette  droite?  C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

11  est  évident  que,  d'après  la  définition  de  o,  ce  sera  celle 
qui  fait  un  angle  o  avec  l'iniersection  du  plan  cherché  et  du 
plan  des  xy;  mais,  lorsque,  comme  c'est  ici  le  cas,  ces  deux 
plans  se  confondent,  la  première  idée  qui  se  présente  à  l'es- 
prit, au  sujet  de  l'intersection,  est  que  celle-ci  devient  indé- 
terminée, et  qu'il  n'y  a  pas  une  droite  contenue  dans  le  plan 
des  xy  qui  ne  puisse  être  considérée  comme  jouissant  de  la 
propriété  de  représenter  cette  intersection.  C'est  aussi  ce  que 
la  formule  semble  indiquer  dès  l'abord,  puisque  l'hypothèse 

que  p  et  (S'  sont  nuls  donne  pour  la  tangente  de  a  la  forme  -; 

mais,  en  examinant  de  plus  près  la  question,  on  est  conduit  à 
modifier  cette  première  manière  de  voir  et  à  rejeter  celte  idée 
d'indétermination  pour  lui  substituer  celle  que  l'intersection 
dont  il  s'agit,  bien  loin  d'être  une  droite  arbitraire,  a  une  di- 
rection unique  spéciale  et  analytiquement  définie.  Voici  sur 
quelles  considérations  s'appuie  ce  nouveau  point  de  vue. 

Si,  en  conservant  pour  les  deux  droites  données  les  longi- 
tudes zéro  et  -5  nous  leur  attribuons  des  latitudes  égales,  et 

d'ailleurs  quelconques,  nous  rentrerons  dans  un  cas  déjà  exa- 
miné ci-dessus  et  pour  lequel  nous  avons  reconnu  que  l'in- 
tersection du  plan  cherché  avec  le  plan  des  xy  est  une  per- 
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pendiculaire  «  la  bisseciiice  de  l'angle  que  forment  les  deux 
longitudes. 

Ici,  ces  deux  longitudes  étant  zéro  et  ->  la  bissectrice  en 

question  sera  la  droite  inclinée  à  4^  degrés.  Or,  tant  que  les 
longitudes  ne  changeront  pas,  cette  droite  sera  invariable  et 
il  en  sera,  par  conséquent,  de  même  de  la  trace  du  plan  cher- 
ché avec  le  plan  des  xy  qui  sera  constante  pour  toutes  les  va- 
leurs des  latitudes,  quelles  qu'elles  soient,  dans  l'hypothèse 
toutefois  que  celles-ci  restent  égales  entre  elles.  De  là  résulte 
le  théorème  que  les  plans  contenant  deux  droites  dont  les  lon- 

gitudes  sont  zéro  et  -  et  dont  les  latitudes  sont  égales  coupent 

tous  le  plan  des  xy  suivant  une  droite  fixe  perpendiculaire  à 
la  direction  de  45  degrés.  On  peut  donc  considérer  que  ces 
plans  sont  successivement  engendrés  par  la  rotation  de  l'un 
d'entre  eux  autour  de  la  trace  en  question,  mode  général  de 
génération  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  celui  qui 
nous  occupe  en  ce  moment.  Celui-ci  rentre  donc  dans  la  loi 
commune  et  doit  être  considéré  comme  ayant  même  trace  que 
tous  les  autres.  Aussi,  lorsqu'on  introduit  d'abord  dans  la  va- 
leur de  tanga  le  principe  de  l'égalité  des  latitudes,  elle  prend 

la  forme  -^ —t  laquelle  à  son  tour  se  ramène,  pour 

cosô  —  cosô'        ^  ^ 

0  =  0  et  ô'=-,à  — I,  qui  est  en  effet  la  tangente  de  la  per- 
pendiculaire à  la  droite  inclinée  à  45  degrés. 

Revenant  maintenant  au  direciif  du  plan  cherché,  il  nous 
restera  à  prouver,  pour  que  les  choses  se  passent  ainsi  que 
nous  l'avons  expliqué,  que,  \j.  étant  l'angle  que  fait  avec  l'axe 
des  X  une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  des  xy,  ce 
directif  se  ramène  simplement  à 

cos/iz  -+-  \l — I  sina. 
A  cet  effet,  on  remarquera  que  ce  qui  reste  du  direciif,  après 

la  radiation  du  terme  en  y  —  i  qui  a  été  annulé,  est  un  pro- 
duit de  deux  facteurs. 
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Le  premier  de  ces  fadeurs  a  lu  forme 

sin{9  —  h')  sino 


coso  4-  sj—  I  — 


mais,  parce  que,  d'une  part,  M'  +  N'  est  nul,  parce  que,  d'autre 
part,  sin(0  — 5'),  qui  devient  le  sinus  d'un  angle  droit,  est 
égal  à  l'unité,  on  voit  que  ce  facteur  se  réduit  à 

C0S9  -i-  v^ — •  sin  0. 

N  -h  M  \/^ 


Quant  au  second  facteur,  qui  est  exprimé  par 


V/i\P-+-iN^ 


il  se  présente  au  premier  abord  sous  la  forme  -:  mais,  si  l'on 
divise    les   deux    termes    de   la   fraction   par  N,   il   devient 

____!_-    ?  et  comme,  dans  le  cas  actuel,  on  a  l3nga=—  1, 
^i-+-tang'a 

on  aura  dennilivemeni  — n =v  — «,  qui   se  rapporte  bien 

en  effet  à  la  direction  ci-dessus  indiquée  pour  l'angle  a  de 
l'intersection. 

Mais  l'angle  (p,  ainsi  que  cela  résulte  de  sa  définition  pre- 
mière, doit  toujours  être  compté  à  partir  de  cette  intersection. 
Si  donc  on  appelle  a  l'arc  compris  entre  l'axe  des  x  et  l'extré- 
mité de  9  ainsi  compté,  on  aura 

u  -1-  45"  =  9,     d'où     [j.  =  9  —  45°- 

Or  le  produit  trouvé  ci-dessus 

(cos9 -4- Y  —  I  sin9)(  -^ ^v'— i  ) 

répondant  précisément  à  la  direction  de  9  —  45  exprime,  par 
suite,  celle  d'une  droite  quelconque  rapportée  à  l'axe  des  x, 
ce  qui  justifie  toutes  nos  assertions. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  droites  données  sont 
l'une  l'axe  des  x,  l'autre  celui  des  2  ;  il  est  évident  qu'alors  le 
plan  cherché  est  celui  des  xz,  et  que,  par  suite,  l'expression 
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de  son  direclif  devra  prendre  la  l'orme 

r — v/=^   . 
cos/x  +  v'  — I       smjLi, 

l'angle  /ut,  variable  de  zéro  à  271,  étant  celui  que  fait  avec  l'axe 
des  X  une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  cherché. 
Nous  allons  voir  comment  le  calcul  va  se  mettre  d'accord  avec 
ces  conclusions. 

Étudions  d'abord  ce  qui  concerne  l'angle  a,  qui  est  celui 
que  fait  avec  l'axe  des  x  la  trace  du  plan  cherché  sur  celui 
des  xy.  Ici  cette  trace  ne  pouvant  être  évidemment  que  l'axe 
des  X,  il  en  résulte  que  tanga  doit  être  égal  à  zéro.  En  effet, 
parce  que  la  latitude  (S  est  nulle,  la  formule  qui  donne  langa 
se  réduit  à 

sin9tang6'  . 

langa  = r ^  =  tang0. 

"         cos9tang[3'  ^ 

Or,  comme  6  est  nul,  on  voit  que  a  le  sera  également. 

D'un  autre  côté,  il  n'est  pas  moins  évident  qu'ici  l'angle  A 
que  fait  le  plan  cherché  avec  celui  des  xf  doit  être  droit.  Or, 
si,  dans  la  valeur  de  tangA,  on  supprime  les  termes  multipliés 
par  tang[3  qui  est  nul,  il  viendra 

tangû' 

tangA  =    ■    ,  f,       rf^"* 
^         6in{  0  —  6') 

et,  comme  iang(â'  est  infini,  tangA  le  sera  aussi.  D'ailleurs 
I  expression  générale  de  langA  étant    .     , ^  ?  on  voit  que, 

dans  le  cas  actuel,  v/M'+  jN^"  est  infini. 

Ces  préliminaires  ainsi  établis,  voyons  ce  que  va  devenir  le 
directif  général  du  plan.  _ 

Si  dans  le  terme  en  \J—i        on  divise  haut  et  bas  par 


v'M''  -+-  N'  et  qu'on  ait  ensuite  égard  à  ce  que  cette  dernière 
quantité  est  infinie,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 
fraction  qui  multiplie  sincp  deviennent  chacun  égal  à  l'unité, 

et  par  suite  ce  terme  se  réduit  à  \/—i       sin^;  le  reste  du 

.....  ,     .        r  j       .,  N  +  Mv/— I 

directif  se  compose  de  deux  facteurs  donll  un  est 


V/M^-+-  JN'^ 
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.    .    .  j.   .    ' ,  1  XT  ji    r  1-4- 1/— t  tnnga 

celui-ci  divise  haut  et  bas  par  iN  prend  la  forme  —  _ —  t 

v'i  -f-  lang'a 

et,  à  cause  que  langa  est  nul,  il  se  réduil  à  l'unité.  Quant  à 
l'autre  facteur,  son  second  terme  étant  nul,  à  cause  du  déno- 
minateur infini,  il  se  réduit  au  premier  terme,  c'est-à-dire  à 
C0S9.  L'expression  du  direclif  se  trouve  donc  représentée  par 

, v'-'    . 

coso  ■+-  V  — I       sm9, 

forme  dans  laquelle  9  est  l'angle  variable  que  fait  une  droite 
quelconque  avec  la  trace  du  plan  cherché  sur  celui  des  a:y\ 
Or,  cette  trace  étant  ici  l'axe  des  x  mêmes,  on  voit  que  l'ex- 
pression ci-dessus  réunit  par  la  variation  de  9  toutes  les  qua- 
lités voulues  pour  représenter  le  plan  des  scz. 

Admettons  eniin  que  les  deux  droites  données  sont  l'une 
l'axe  des  r,  l'autre  l'axe  des  z.  Il  est  évident  que,  dans  ce  cas, 
le  plan  cherché  sera  celui  des  yz  et  que  son  iniersection  avec 
le  plan  des  xf  ne  pourra  être  que  l'axe  des  j.  De  là  11  résulte 
que  les  deux  angles  x  et  A  seront  chacun  égal  à  un  angle  droit  ; 
quant  à  l'angle  9,  qui  est  celui  que  fait  une  droite  quelconque 
située  sur  ce  plan  avec  son  intersection  sur  le  plan  des  xj,  ce 
sera  l'angle  de  celte  droite  avec  l'axe  des  y,  et,  d'après  cela,  le 
directif  du  plan  cherché  ne  pourra  être  que 

y  —  1  COS9 -t- y/— I       sinç. 

Voyons  comment  ces  diverses  circonstances  seront  confir- 
mées par  le  calcul. 

Les  valeurs  de  6  ex  de  ^  sont,  savoir  -  pour  le  premier 

angle  et  zéro  pour  le  second,  celles  de  0'  et  de  J3'  sont  l'une 

et  l'autre  -• 

Si,  dans  la  valeur  de  langa,  on  commence  par  supprimer  les 
termes  qui,  multipliés  par  tangjS,  deviennent  nuls,  il  restera 

tanga  =  lang9, 

ce  qui  prouve  qu'en  effet  l'angle  a  est  égal  à  un  droit.  Si,  en 
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même  lemps,  dans  la  valeur  de  langA  on  supprime  aussi  les 
termes  qui,  multipliés  par  lang(3,  sont  nuls,  il  restera 

.  tangî3' 

long  A  =  "^^ 


leurs:  i  un  d  eux  est  - —  :  si  1  on  divise  haut  et  bas 


sinie  —  9') 

et,  parce  que  sin{9  —  0')  est  égal  à  l'unité,  on  voit  que  langA 
sera  infini  comme  l'est  langjS',  ce  qui  prouve,  comme  nous 
l'avons  reconnu,  que  l'angle  A  est  aussi  droit. 

D'ailleurs,  parce  que  l'infinité  de  langA  entraîne  celle  de 
\/M*-i-N%  on  conclura  de  là,  par  les  mêmes  moyens  quioni 

été  exposés  dans  le  cas  précédent,  que  le  terme  en  y/— »^ 

(lu  direciif  se  réduit  à  \J — i       sino. 
Le  reste  de  ce  direciif  est  un  produit  composé  de  deux  fac- 

ï  -+-  M  y/ - 

»»    -1     •      j        cota  H-  1  .  ,  ,         « 

|)ar  M,  il  viendra  ;  mais,  cota  étant  nul,  ce  facteur 

v'coi^a  -+- 1 

se  réduit  à  v  —  '■  • 

Quant  à  l'autre  facteur,  son  second  terme  est  nul,  à  cause 
du  dénominateur  qui  est  infini  ;  il  ne  reste  donc  de  ce  facteur 
que  le  premier  terme,  c'esl-îi-dire  coso.  Le  produit  en  ques- 
tion prend  donc  la  valeur  \/ — j  coso,  et  l'on  obtient  par  con- 
séquent, pour  le  direciif  cherché,  l'expression 

y  — icoso  +  v  —  I       sincp, 

ainsi  que  nous  l'avons  annoncé. 

Nous  pensons  qu'après  toutes  ces  explications  le  lecteur 
sera  parfaitement  en  mesure  de  procéder  à  une  application, 
quelle  qu'elle  soit,  de  la  formule  générale  qui  exprime  le  di- 
reciif d'un  plan  passant  par  deux  droites  données. 


LX. 

Quelque  nombreuses  que  soient  les  questions  que  nous 
avons  abordées  dans  le  présent  Chapitre,  nous  n'avons  pas  la 
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préienlion  d'avoir  épuisé  tout  ce  qui  se  rattache  à  la  direction 
(les  plans,  considérée  soit  en  elle-même,  soit  dans  les  rap- 
ports qu'elle  peut  avoir  avec  celle  des  droites  ou  avec  celle 
d'autres  plans.  La  fécondité  du  sujet  est  telle  que,  pour  le  trai- 
ter dans  toute  sa  généralité,  il  faudrait  lui  consacrer  un  con- 
tingent de  développements  autrement  étendu  que  celui  qui 
peut  trouver  place  dans  la  spécialité  d'un  Chapitre. 

Mais,  à  vrai  dire,  dans  cette  circonstance  comme  dans  toutes 
celles  analogues,  l'important  consiste  moins  à  accumuler  un 
très-grand  nombre  de  solutions  préparées  à  l'avance  qu'à  pré- 
senter des  méthodes  propres  à  faire  trouver  ces  solutions 
quand  il  devient  nécessaire  de  les  connaître.  11  suffit  pour  cela 
de  se  borner  à  l'étude  détaillée  d'un  certain  nombre  d'applica- 
tions convenablement  choisies,  résumant  les  principes  essen- 
tiels de  la  théorie,  et  donnant  une  idée  suffisamment  étendue 
des  méthodes  proposées  en  ce  qui  concerne  leur  esprit,  leurs 
ressources  et  leurs  moyens. 

Une  fois  cette  connaissance  bien  acquise,  il  est  peu  de 
questions  se  rattachant  à  l'ordre  de  faits  qu'une  théorie  em- 
brasse dont  la  sagacité  de  l'analyste  ne  puisse  espérer  de  trou- 
ver la  solution,  s'il  sait  suivre  avec  intelligence  les  voies  qui 
lui  ont  été  ouvertes  et  dont  on  lui  a  fait  parcourir  les  artères 
principales. 

Tel  est  l'objectif  que  nous  avons  eu  constamment  en  vue, 
et  nous  croyons  avoir  satisfait  dans  ce  qui  précède  aux  condi- 
tions les  plus  essentielles  de  ce  programme. 

Qu'il  nous  soit  maintenant  permis  de  revenir  d'une  manière 
générale  sur  les  idées  dominantes  de  cet  écrit  et  de  donner 
un  résumé  de  leur  objet  principal,  de  leur  filiation,  de  leur 
utilité. 

Nous  nous  sommes  appliqué,  dès  le  début,  à  présenter  avec 
tous  les  développements  nécessaires  la  conception  qu'il  faut 
se  faire,  soit  de  l'élément  de  continuité,  soit  de  l'élément  de 
direction  dans  les  droites  et  dans  les  plans;  nous  avons  étudié 
l'un  et  l'autre  dans  son  isolement;  nous  avons  cru  que,  parce 
que  dans  l'ordre  naturel  des  choses  il  nous  est  permis  d'avoir 
une  idée  nette  et  distincte  de  chacun,  c'est-à-dire  de  conce- 
voir, d'une  part,  la  longueur  sans  considération  de  la  direc- 
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lion,  d'autre  part,  la  dirocUon  sans  considération  de  la  lon- 
gueur,  nous  avons  cru,  disons-nous,  qu'il   n'y  avait  rien 
d'illogique  à   espérer,   que  dans  leur  représentation  analy- 
tique ces  attributs  pourraient   rester   indépendants,  comme 
ils  le  sont  dans  les  manifestations  géométriques  qui  nous  en 
donnent  l'image  et  la  conception  initiale.  L'étude  des  res- 
sources de  l'Algèbre,  les  comparaisons  que  cette  élude  nous 
a  permis  d'établir  entre  les  opérations  de  cette  science  et  les 
procédés  constitutifs  de  celle  de  l'étendue,  les  équivalences 
que  nous  avons  pu  constater  à  la  suite  de  ces  comparaisons 
ont  justifié  nos  prévisions  et  ont  mis  entre  nos  mains,  dans  le 
domaine  de  l'Analyse,  des  expressions  propres  à  caractériser 
chacun  de  ces  attributs  dans  toute  l'étendue  de  leurs  facultés. 
Cette  étude  isolée  et  bien  définie  des  propriétés  de  chaque 
attribut,  du  rôle  qu'ils  sont  appelés  à  remplir  indépendamment 
l'un  de  l'autre,  des  fonctions  spéciales  et  très-diverses   qui 
sont  dévolues  à  chacun,  constitue  le  contingent  d'idées  nou- 
velles que  nous  avons  cherché  à  introduire  dans  la  Science  et 
devient  la  base  essentielle,  et  en  même  temps  la  plus  natu- 
relle, des  rapports  qui  lient  l'Algèbre  à  la  Géométrie.  Qui  ne 
voit,  en  effet,  que,  dès  l'instant  que  nous  possédons  les  équi- 
valences analytiques  des  deux   attributs  qui  constituent  la 
science  tout  entière  de  l'étendue,  il  n'est  pas  une  combinai- 
son de  ces  attributs,  et  par  conséquent  pas  un  problème  de 
Géométrie,  dont  l'énoncé  ne  puisse  être  reproduit  en  langage 
algébrique  et  que  nous  ne  soyons  en  mesure  d'explorer  et  de 
résoudre  par  les  investigations  de  l'Algèbre. 

Certes  nous  sommes  loin  de  prétendre  qu'il  n'a  été  rien  fait 
en  cette  matière  ;  nous  savons  fort  bien  qu'il  existe  une  Géo- 
métrie analytique,  et  nous  ne  voulons  rien  retrancher  à  l'im- 
portance des  services  qu'elle  a  rendus  à  la  Science  ;  mais  nous 
croyons  qu'elle  n'est  pas  constituée  sur  les  bases  les  plus  lo- 
giques et  que,  par  suite  de  cette  imperfection,  sa  fécondité  se 
trouve  resserrée  entre  de  trop  étroites  limites  Donnons  quel- 
ques explications  à  ce  sujet. 

Dans  l'état  actuel  des  choses,  on  représente  ordinairement, 
en  Algèbre,  les  droites  et  les  plans  au  moyen  d'équations  dans 
lesquelles  l'élément  continu  de  la  longueur  se  trouve  com- 
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biné,  ralionnelicmeni  sans  doute,  mais  sans  règles  fixes  sur  le 
choix  de  celle  raiionnaliié,  avec  rélcmenl  de  direction  ;  celui-ci 
est  d'ailleurs  évalué  soil  direclemeni  par  l'angle,  soil  par  les 
rapports  qui  en  dépendent.  Or,  dans  l'ordre  logique,  des  équa- 
tions ne  sauraient  être  considérées  que  comme  des  jugements 
portés  sur  les  propriétés  des  objets  dont  on  s'occupe,  comme 
des  conséquences  déduites  de  ces  propri.nés,  conséquences 
autorisées  et  justifiées  par  le  raisonnement,  mais  qui,  tout  en 
exprimant  d'incontestables  vérités,  ne  sont  pas  l'expression 
générale  et  la  représentation  condensée  de  tout  ce  qu'il  y  a 
dans  un  attribut.  Ces  conséquences,  au  contraire,  se  spécia- 
lisent dans  la  considération  du  seul  côté  par  lequel  on  a  envi- 
sagé la  question  et  auquel  s'appliquent  les  équations  indica- 
trices du  jugement  prrticulier  qu'on  a  émis.  En  opérant  ainsi, 
on  ne  saurait  avoir  la  synthèse  immédiate  et  complète  des  ap- 
préciations plus  ou  moins  nombreuses  que  l'on  pourrait  faire 
au  sujet  d'un  même  attribut,  si  l'on  se  plaçait  à  d'autres  points 
de  vue  non  moins  autorisés  que  le  premier. 

Or,  pour  se  renferiner  dans  l'ordre  logique  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  tant  que,  dans  un  problème  de  Géométrie,  on 
se  borne  à  donner  une  droite,  un  plan,  on  ne  fait  que  po- 
ser des  éléments,  on  ne  provoque  pas  un  jugement  ;  celui-ci 
viendra  après  coup  lorsqu'il  s'agira  de  statuer  sur  les  condi- 
tions auxquelles  la  question  proposée  soumet  ces  éléments. 
Si  donc  on  veut  fidèlement  reproduire,  en  Algèbre,  ce  qu'on 
fait  dans  la  science  de  l'étendue,  il  faut,  à  chaque  élément  géo- 
métrique donné,  s'astreindre  à  faire  correspondre  un  élément 
analytique  équivalenty  ce  qui  se  pratiquera  par  une  simple  ex- 
pression et  non  par  une  ou  plusieurs  équations.  En  suivant 
cette  marche  et  à  l'aide  de  celle  équivalence  préalablement 
constatée,  on  aura  fait  dire  à  l'Algèbre  tout  ce  que  la  Géomé- 
trie dit  de  son  côté,  de  la  manière  qu'elle  le  dit  elle-même, 
dans  l'ordre  qu'il  lui  aura  convenu  d'adopter,  et  l'on  aura  évi- 
demment établi  l'assimilation  entre  les  deux  sciences  sur  ses 
bases  les  plus  naturelles. 

C'est  à  l'aide  de  la  détermination  algébrique  des  direciifs 
des  droites  et  des  plans  qu'il  est  possible  de  satisfaire  com- 
plètement à  ce  programme.  Par  l'emploi  de  ces  directifs,  il 
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n'est  pas  un  détail  d'un  énoncé  géométrique  qui  n'ait  son  équi- 
valent en  Algèbre  ;  la  traduction  de  l'une  de  ces  sciences  dans 
l'autre  se  fait  immédiatement;  l'assimilation  se  poursuit  jus- 
qu'au bout  par  des  procédés  aussi  simples,  aussi  directs  que 
possible,  et,  lorsqu'elle  est  arrivée  à  son  terme,  on  n'a  plus, 
pour  obtenir  la  solution,  qu'à  mettre  en  œuvre  les  moyens 
analytiques  connus. 

Nous  ne  nous  dissimulons  pas  qu'à  en  juger  par  quelques 
expressions  qui  ont  passé  sous  nos  yeux,  on  pourrait  craindre 
que  ces  sortes  de  calculs  ne  se  présentassent  quelquefois  sous 
une  forme  un  peu  compliquée;  mais  ces  complications  n'inté- 
ressent en  aucune  façon  le  côté  théorique  de  la  méthode  ;  elles 
n'ont  d'autre  inconvénient  que  celui  d'imposer  quelques  lon- 
gueurs à  certaines  applications  pratiques.  D'ailleurs  ces  incon- 
vénients ne  sont-ils  pas  avantageusement  rachetés  par  le  privi- 
lège que  possède  le  procédé  directif  de  conduire  certainement 
au  but?  Dans  les  recherches  géométriques  ordinaires,  une  cir- 
constance heureuse  peut  faire  entrevoir  dans  une  figure  certains 
rapports  entre  quelques-unes  des  données  qui  indiqueront  avec 
simplicité  la  solution  d'un  problème  ou  la  démonstration  d'un 
théorème  ;  d'autres  fois,  au  contraire,  on  étudiera  longtemps 
un  tracé  géométrique  sans  y  rien  découvrir  qui  soit  propre  à 
faire  obtenir  le  résultat  qu'on  recherche,  de  sorte  que  souvent 
l'insuccès  peut  se  trouver  au  bout  de  beaucoup  de  sagacité  et 
de  patience. 

Par  le  procédé  directif,  il  n'en  est  pas  ainsi;  avec  plus  ou 
moins  de  calculs,  on  est  toujours  certain  d'arriver.  Ce  procédé 
constitue  donc  une  ressource  très-précieuse,  puisque  avec  lui 
les  solutions  deviennent  certaines,  tandis  qu'avec  les  moyens 
géométriques  ordinaires  elles  ne  sont  que  probables. 

Qu'on  ne  s'imagine  pas  d'ailleurs  que  nous  voulons  préco- 
niser l'idée  qu'il  faut  faire  du  directif  en  tout  et  pour  tout.  Un 
tel  exclusivisme  est  loin  de  notre  pensée.  Nous  dirons  au  con- 
traire que,  dans  une  science  quelconque,  il  faut  savoir  se  ser- 
vir de  tous  les  moyens  utiles,  quelles  que  soient  les  théories 
qui  ont  servi  à  constater  leur  légitimité.  L'homœopaihie,  par 
exemple,  aura  beau  faire,  il  est  fort  douteux  qu'elle  parvienne 
à  détruire  cet  imposant  ensemble  de  faits  acquis  par  des  ob- 
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servalions,  des  études,  des  méditations  laborieusement  pour- 
suivies pendant  trois  mille  ans.  De  son  côté,  l'allopathie  aurait 
tort  de  croire  que  le  dernier  mot  a  été  dit  sur  la  constitution 
des  sciences  médicales  et  que  tous  les  moyens  proposés  en 
dehors  d'elle  doivent  être  rejetés. 

Employons  donc,  suivant  les  circonstances,  tantôt  le  pro- 
cédé ordinaire,  tantôt  le  procédé  directif;  dans  certains  cas 
même,  combinons-les  ensemble  :  ce  sera  presque  toujours  ce 
qu'il  y  aura  de  mieux  à  faire  pour  allier  la  simplicité  des 
moyens  avec  la  certitude  d'obtenir  le  résultat  cherché. 

Au  reste,  ce  qu'on  doit  attendre  du  directif  ne  peut  être 
bien  apprécié  que  lorsque  ses  combinaisons  avec  le  continu 
auront  été  étudiées,  et  c'est  ce  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 
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CHAPITRE  CINQUIÈME. 


CONSIDÉRATIONS  SUR  LES  CONSÉQUENCES  ESSENTIELLES  ET  SUR  L'aPPLICATION 
DES   PRINCIPES   CI-DESSUS   EXPOSÉS. 

Sommaire.  —  LXI.  Conséquences  des  faits  développés  dans  les  Chapitres  pré- 
cédents pour  l'établissement  d'une  théorie  au  moyen  de  laquelle  toutes  les 
investigations  de  la  Géométrie  seront  immédiatement  ramenées  à  la  résolu- 
tion d'équations  algébriques.  Les  bases  de  cette  théorie  sont  dès  à  présent 
posées,  des  travaux  ultérieurs  la  compléteront.  —  LXII.  L'équivalent  algé- 
brique de  la  direction  d'une  droite  dans  l'espace  conduit  directement  à 
l'équivalent  des  sphères  et  des  cônes  à  axe  vertical  qui  ont  leur  centre  ou 
leur  sommet  à  l'origine.  —  LXIll.  Equivalent  algébrique  des  longueurs  diri- 
gées ne  passant  pas  par  l'origine  et  situées  d'une  manière  tout  à  fait  arbi- 
traire dans  l'espace.  —  LXIV.  Recherche  de  l'intersection  de  deux  cônes  à 
axe  vertical  ayant  même  angle  générateur  et  dont  les  sommets  sont  situés  sur 
le  plan  des  xr-  —  LXV.  Equivalonts  des  sphères  et  des  cônes  dont  le  centre 
ou  le  sommet  occupe  une  position  quelconque.  —  LXVI.  Équivalent  des 
cônes  à  axes  inclinés.  —  LXVII.  Equivalents  des  cylindres  dont  les  généra- 
trices font  avec  le  plan  de  base  un  angle  quelconque.  —  LXVIll.  Réflexions, 
sur  les  deux  principes  générateurs  des  êtres  géométriques.  Comparaison 
entre  les  procédés  directs  d'investigation  géométrique  et  ceux  que  l'Algèbre 
emploie.  Les  premiers  ne  consistent  guère  qu'en  tâtonnements  ;  avec  les  se- 
conds on  est  toujours  certain  d'atteindre  le  but  qu'on  a  en  vue.  —  LXIX.  Ap- 
plication à  un  exemple  particulier.  —  LXX.  Détermination  [lar  le  procédé 
directif  :  i°  de  la  diagonale  d'un  cube;  2°  de  la  diagonale  d'un  parallélépi- 
pède à  base  carrée  ayant  toutes  ses  arêtes  égales,  dont  deux  des  faces  laté- 
rales sont  verticales  et  les  deux  autres  inclinées  d'une  manière  quelconque; 
S''  de  la  diagonale  d'un  parallélépipède  à  arêtes  inégales  et  à  inclinaisons  ar- 
bitraires. —  LXXI.  Conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  deux  droites  situées 
arbitrairement  dans  l'espace  pour  qu'elles  se  rencontrent.  —  I.XXII.  Equiva- 
lent algébrique  des  plans  ne  passant  pas  par  l'origine  et  situés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace.  —  LXXIIl.  Rencontre  d'une  droite  et  d'un  plan  dans 
le  cas  le  plus  général. —  LXXIV.  Intersection  de  deux  plans  situés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace.  —  LXXV.  Réflexions  finales  sur  le  système  di- 
rectif. Grande  nécessité  de  son  intervention,  de  son  affirmation  doctrinale  dans 
les  études  de  Géométrie.  Discussion  à  ce  sujet  sur  l'exposition  vicieuse  des 
premières  notions  de  la  Géométrie.  Redressement  facile  de  ces  erreurs  par  les 
considérations  directives. 


LXI. 

Les  faits  analyiico-géomélriques  dont  nous  venons  de  pré- 
senter le  développement  dans  les  Chapitres  précédents  con- 
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stiiuent  les  bases  d'une  théorie  destinée,  croyons-nous,  à 
éclairer  d'un  nouveau  jour  les  recherches  qu'on  peut  se  pro- 
poser de  faire  sur  la  science  de  l'étendue  considérée  dans 
toute  sa  généralité. 

Tandis  que  jusqu'à  présent  on  a  dû,  dans  ces  recherches, 
isoler  l'une  de  l'autre  la  considération  de  la  longueur  de  celle 
de  la  direction  ou  de  l'angle,  et  s'occuper  séparément  de  la 
détermination  du  continu  et  du  directif,  par  des  procédés  non 
définis  et  variables  dans  chaque  cas,  désormais  l'Algèbre,  sui- 
vant pas  à  pas  les  indications  de  la  Géométrie,  reproduira  dans 
ses  expressions  l'équivalent  de  la  longueur  dirigée,  et,  liant 
entre  eux  ces  équivalents  par  des  équations,  conformément 
aux  indications  des  énoncés  mêmes,  nous  donnera,  par  la  ré- 
solution de  ces  équations,  les  moyens  de  déterminera  coup 
sûr,  à  l'aide  des  données,  toutes  les  inconnues  d'une  question. 

Est-ce  à  dire  pour  cela  que  cette  théorie  se  trouve  d'ores 
et  déjà  constituée  dans  tous  ses  détails  et  soit  immédiatement 
apte  à  entrer  en  fonction.  Nous  sommes  loin  d'afficher  une 
telle  prétention,  et  nous  reconnaissons  sans  peine  qu'il  y  a 
encore  beaucoup  à  faire  pour  la  doter  de  toute  l'extension 
dont  elle  est  susceptible,  de  toutes  les  facilités  d'application 
pratique  qu'il  est  permis  d'entrevoir. 

C'est  là  une  œuvre  qui  ne  peut  être  menée  à  fin  qu'avec  le 
secours  du  temps  ;  mais,  pour  si  incomplète  qu'on  veuille  la 
considérer  aujourd'hui,  il  suffit  que  nous  soyons  en  posses- 
sion du  germe  qui  la  contient  pour  qu'il  nous  soit  permis 
d'espérer  que,  grâce  à  de  persévérantes  études,  elle  versera 
d'abondantes  moissons  dans  le  champ  de  la  Science. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit  dans  l'Avant-Propos,  il  ne  nous 
est  guère  permis  d'espérer  que  les  développements  entrevus 
pourront  être  notre  œuvre  personnelle;  mais  nos  jeunes  suc- 
cesseurs exploreront  en  détail  l'ensemble  des  nouveaux  hori- 
zons que  nous  venons  leur  signaler,  et  sauront  bien  y  décou- 
vrir les  éléments  de  féconde  réalisation  qu'ils  possèdent,  que 
nous  entrevoyons  dès  à  présent,  mais  que  nous  ne  saurions 
décrire  et  formuler  avec  toute  la  précision  que  le  temps  et  la 
réflexion  peuvent  seuls  assurer  aux  œuvres  de  l'intelligence. 

On  nous  permettra  toutefois,  à  côté  de  cette  déclaration 
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d'insuffisance,  donl  nous  n'hésitons  pas  à  consigner  ici  l'ex- 
pression, de  présenier  nos  vues  sur  quelques  points  du  che- 
min qui  reste  à  parcourir  pour  compléter  et  perfectionner  le 
programme  des  recherches  futures,  et  de  signaler  dans  ce  der- 
nier Chapitre  certaines  indications  sur  les  conséquences  les 
plus  essentielles  de  la  doctrine  que  nous  venons  d'exposer  et 
sur  les  procédés  propres  à  en  faciliter  le  développement  et 
l'application. 

,^  LXII. 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  les  résultats  que  nous 
avons  constatés,  bien  qu'ayant  pour  objet  direct  les  droites  el 
les  plans,  ne  se  bornent  pas  exclusivement  à  nous  renseigner 
sur  celte  classe  particulière  d'êtres  géométriques  et  qu'il  est 
facile  d'en  déduire  des  conséquences  immédiates  assez  éten- 
dues pour  d'autres  espèces  de  lignes,  surfaces  et  volumes  qui 
sont  d'un  usage  habituel  dans  la  Science. 

Rappelons  qu'il  a  été  démontré  que,  si  a  et  (3  sont  la  longi- 
tude el  la  latitude  d'une  droite  passant  par  l'origine  el  p  une 
longueur  quelconque  prise  sur  cette  droite  à  partir  de  l'ori- 
gine, l'expression 

pLcos{3(cosa  +  v/— I  sina)  H- y/— I       sin(3j 

conviendra  à  tous  les  points  de  cette  droite,  à  la  condition  d'y 
considérer  p  comme  variable  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini. 

Si  p  est  considéré  comme  constant,  elle  donnera  l'équiva- 
lent algébrique  du  point  situé  sur  cette  droite  à  la  distance 
fixe  p  de  l'origine. 

Portons  maintenant  notre  attention  sur  les  deux  autres 
quantités  a  et  (3  qui  figurent  dans  celle  expression  et  suppo- 
sons-y a.  constant,  mais  (3  variable  depuis  zéro  jusqu'à  stt. 

On  voit  qu'on  obtiendra  ainsi  une  infinité  de  droites  qui 
auront  toutes  même  longitude  a  et  des  latitudes  variables. 
Ces  droites  appartiennent  évidemment  au  plan  mené  verti- 
calement à  celui  des  xy  et  passant  par  la  direction  fixe 
cosa  -I-  sl—i  sina.  Dans  celte  hypothèse,  l'expression  ci  des- 


—  TIS- 
SUS, lorsqu'on  y  suppose  p  variable  de  zéro  à  l'infini,  con- 
viendra à  tous  les  points  de  ce  plan  ;  mais,  si  o  est  constant, 
les  seuls  points  auxquels  l'expression  pourra  s'appliquer  se- 
ront ceux  d'une  circonférence  située  sur  le  plan  en  question, 
ayant  l'origine  pour  centre  et  p  pour  rayon. 

Admettons,  au  contraire,  que  c'est  [3  qui  est  fixe  et  que  a 
varie  de  zéro  à  2-.  On  se  rendra  facilement  compte  que,  dans 
ces  circonstances,  les  droites  ainsi  obtenues  feront  toutes 

avec  l'axe  des  z  un  angle  constant  égal  à  -  —  (3,  et  que,  par 

suite,  leur  ensemble  déterminera  une  surface  conique  ayant 
l'origine  pour  sommet  et  l'axe  des  z  pour  axe.  Si  alors  p  varie 
de  zéro  à  l'infini,  l'expression  conviendra  à  tous  les  points  de 
cette  surface  conique  ;  si,  au  contraire,  p  est  constant,  les 
seuls  points  à  considérer  seront  ceux  de  la  circonférence 
qu'on  obtient  en  coupant  le  cône  par  un  plan  horizontal  pas- 
sant par  l'extrémité  de  la  distance  p  comptée  sur  la  directioii 
de  la  génératrice  à  partir  de  l'origine. 

Enfin,  si  a  et  [3  sont  variables  de  zéro  à  27:  et  s'il  en  est  de 
même  de  p  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  l'expression  convien- 
dra à  tous  les  points  de  l'espace  ;  mais,  si,  pendant  que  a  et  (3 
sont  variables,  p  est  constant,  on  aura  l'équivalent  de  la  sur- 
lace sphérique  ayant  l'origine  pour  centre  et  p  pour  rayon. 
Quant  au  volume  de  cette  même  sphère,  on  l'obtiendra  en 
supposant  que  l'élément  continu  varie  de  zéro  à  p.  Il  n'est  pas, 
en  elfet,  un  point  de  l'intérieur  de  cette  sphère  auquel  ne 
convienne  l'expression  ci-dessus. 

On  comprend,  d'après  ces  explications,  que  les  recherches 
précédentes  ne  se  bornent  pas  à  nous  renseigner  sur  les  di- 
rections des  droites,  mais  qu'elles  sont,  en  outre,  très-propres 
à  nous  faire  connaître  les  équivalents  algébriques  de  certaines 
surfaces  et  de  certains  volumes,  et  l'on  peut  entrevoir  d'après 
cela  comment  elles  sont  aptes  à  devenir  le  guide  général  de 
toutes  les  investigations  géométriques.  Donnons  à  ce  sujet  de 
nouveaux  développements. 
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LXIII. 


Lorsqu'on  s'occupe  exclusivement  des  directions  et  de  leur 
détermination,  on  peut  toujours  supposer  que  les  droites  sont 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  manière  à  passer 
par  tel  point  de  l'espice  qu'on  voudra,  et  nous  avons  usé  de 
celte  faculté  pour  les  considérer  toutes  comme  issues  de 
l'origine  ;  mais  il  n'en  est  plus  ainsi  dans  les  questions  de  Géo- 
métrie, où  la  considération  des  longueurs  est  combinée  avec 
celle  des  directions.  Dans  ce  cas,  chaque  partie  des  figures 
représentatives  des  énoncés  possède  une  situation  fixe  qu'il 
n'est  pas  permis  de  changer  sans  altérer  les  rapports  de  gran- 
deur et  de  position  imposés  par  ces  énoncés.  On  conçoit  en 
conséquence  qu'il  est  nécessaire  de  posséder  l'équivalent  al- 
gébrique d'une  droite  non-seulement  pour  le  directif  qui  lui 
appartient  et  qui  s'applique  indistinctement  à  tous  ses  états  de 
parallélisme,  mais  encore  pour  toute  situation  précise  et  in- 
variable qu'elle  peut  occuper  dans  l'espace.  C'est  là  un  pro- 
blème très-facile  à  traiter  et  dont  nous  allons  présenter  la  so- 
lution. 

Supposons  qu'une  droite,  dont  la  longitude  est  a.  et  la  lati- 
tude [3,  rencontre  le  plan  des  xy  en  un  point  quelconque  R. 
Joignons  l'origine  0  avec  le  point  R,  et  appelons  r  la  distance 
lixe  qui  sépare  les  points  R  et  0.  Si  l'on  désigne  par  0  l'angle 
également  fixe  que  fait  la  direction  de  OR  avec  la  ligne  de 
base,  la  longueur  dirigée  OR  aura  pour  expression 

/•(cosO  -4-  v^— I  sin0), 

et  il  faudra  toujours  au  préalable  la  parcourir  pour  atteindre 
à  un  point  quelconque  P  de  la  droite  considérée.  D'un  autre 
côté,  si  l'on  désigne  par  p  la  dislance  variable  comptée  sur 
cette  même  droite,  à  partir  du  point  R,  on  voit  que  l'expres- 
sion du  chemin  suivi  pour  aller  de  0  en  P,  tant  en  longueur 
qu'en  direction,  sera 

/•(cos0  -\-  \/—  I  sinô) 

-h  p[cos[3(cosa  -h  \j'—i  sina)  +  \/—i        sin(3]. 
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Tel  esl  donc  l'équivalent  algébri(|ue  d'un  point  quelconque  de 
la  droite  donnée  ;  tout  y  est  constant,  à  l'exception  de  la 
quantité  p. 

Il  n'est  nullement  nécessaire  d'insister  auprès  du  lecteur 
pour  lui  faire  acquérir  la  conviction  que  les  diverses  supposi- 
tions faites  dans  l'article  précédent,  soit  sur  la  constance,  soit 
sur  les  variabilités  individuelles  ou  simultanées  des  quan- 
tités p,  a,  (3,  conduiront  à  des  plans,  des  circonférences,  dos 
surfaces  sphériques  ou  coniques  analogues  à  celles  que  nous 
avons  définies,  sous  cette  seule  réserve  que  les  centres  et  les 
sommets  des  cônes,  au  lieu  d'occuper  l'origine,  seront  placés 
au  point  R,  et  que,  pour  les  cônes,  leur  axe,  au  lieu  d'être  la 
verticale  passant  par  0,  sera  celle  passant  par  R. 

LXIV. 

Pour  donner  immédiatement  un  exemple  du  jeu  des  calculs 
dans  la  présente  théorie,  considérons  les  deux  cônes  à  axe 
vertical  dont  les  sommets  sont  l'un  en  0,  l'autre  en  R  ;  suppo- 
sons que  ces  cônes  ont  même  angle  générateur  et  proposons- 
nous  de  déterminer  la  courbe  qui  représente  leur  intersection. 

D'après  ce  qui  a  été  expliqué,  l'équivalent  algébrique  d'un 
point  quelconque  du  cône  dont  le  sommet  est  en  0  sera 

pLcosjS  (cosa  H-  y  —  i  sina)  -h  y'—  i  ^      sin-^J, 

expression  dans  laquelle  p  et  a  sont  variables  et  p  constant. 

D'un  autre  côté  l'équivalent  algébrique  du  ^ône  dont  le 
sommet  est  en  R,  d'après  ce  qui  vient  d'être  exposé  dans  l'ar- 
ticle précédent,  a  pour  expression 

r(cos0  -f- y/— I  sin0) 

-f-  p'[cos[3(cosa'4-  v^— 1  sina')  +  \/~^'    '  sinfsj. 

Les  quantités  r,  0  el  [3  sont  constantes  et  celles  p,  p'  et  x'  sont, 
pour  chaque  point  de  rencontre,  des  dépendances  de  la  va- 
riable a.  D'ailleurs  l'angle  (3  esl  exactement  le  même  dans  ces 
deux  équivalents. 
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Cela  posé,  puisque  c'est  de  la  rencontre  des  deux  surfaces 
coniques  qu'on  s'occupe,  il  faut  évidemment  que,  pour  les 
points  qui  sont  communs  à  ces  surfaces,  les  équivalents  soient 
égaux,  et  de  là  résulte  la  condition  générale 

p  [cos(3(cosa -f- \/— I  sina)  +  v/— I       sin(3j 

=^r(cosô  +  v^— I  sin0} 

-t-  p'[cos(3  (cosa'  -4-  v^— 1  sina')  -+-  \J—  i       sin  j3  J. 

Égalant  maintenant  de  part  et  d'autre  les  quantités  réelles 
et  les  imaginaires  des  divers  ordres,  on  a  les  trois  conditions 
particulières 

pcoSj3cosa  =  rcos9  -\-  p'cos(3  cosa', 
pcos[3  sin  a  =  rsin0 -f- p'cos(3  sina', 
psin{3  =:  p'sin  (3. 

Ayant  donc  pris  à  volonté  une  valeur  quelconque  pour  a, 
les  trois  inconnues  à  déterminer  seront  p,  p'  et  a',  et  l'on  en 
obtiendra  les  valeurs  à  l'aide  des  trois  conditions  ci-dessus. 

De  la  troisième  on  déduit  immédiatement  p  =:  p',  résultat 
qu'il  était  facile  de  prévoir  d'après  l'égalité  des  deux  cônes  et 
leur  situation  symétrique,  par  rapport  à  la  ligne  OR,  dont  les 
extrémités  servent  de  point  de  départ  pour  compter  p  et  p'. 

Substituant  cette  valeur  de  p'  dans  les  deux  premières  con- 
ditions, elles  deviennent 

« 

pcos(3cosa  =  rcosô  +  pcos(3  cosa', 

pcos[3  sina  =:  rsinO  -+-  pcos(3  sina'  ; 

prenant  la  somme  des  carrés,  on  trouve 

p'cos=(3  =  /■'  -+-  p'cos^'t^  -H  2rpcos(3(cosGcosa'-i-  sinOsina'). 

Réduisant  et  divisant  ensuite  par  r,  on  obtient  la  valeur 
suivante: 

^  2pC0Sp 
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D'un  autre  côté  les  deux  mêmes  conditions  peuvent  s'écrire 

pcos{3cosa— rcos9  =pcos^cosa', 
pcos(3sina  —  rsinô  :=  pcos^sina', 

et  si,  sous  celle  forme,  on  prend  encore  la  somme  de  leurs 
carrés,  on  aura 

p-cos\3  -f-  r'—  ?.rpcos[3cos(5  —  a)  =  p'cos'(3, 

ce  qui  conduit  au  résultat  suivant: 

cos(5  —  a)  = ^' 

apcosp 

On  déduit  de  là  la  valeur  suivante  de  o  en  quantités  toutes 
connues: 

r 

^       2cosP  cos{0  —  acf 
et  par  suite  celle  de  a'  qui  sera  donnée  par  la  relation 

cos(  9  —  a')=  —  cos  { 9  —  a  ). 

Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  discuter  les  consé- 
quences de  ces  résultats.  C'est  là  un  travail  de  pure  analyse, 
qui  peut  s'effectuer  par  les  méthodes  connues  de  l'Algèbre. 
L'essentiel,  au  point  de  vue  où  nous  nous  sommes  placé,  con- 
sistait à  faire  voir  combien  il  a  été  facile  avec  la  nouvelle 
théorie  de  mettre  ces  résultats  à  jour  et  de  résoudre  la  ques- 
tion. 

Contentons-nous  de  faire  voir,  pour  un  cas  dans  lequel  il 
est  facile  d'obtenir  a  priori  les  valeurs  de  p,  p'  et  a',  que  ces 
valeurs  sont  conformes  à  celles  données  par  les  formules  gé- 
nérales et  les  vérifient. 

A  cet  effet,  supposons  qu'on  coupe  les  deux  cônes  par  un 
plan  vertical  passant  par  la  ligne  OR,  ce  plan  contiendra  les 
deux  génératrices  qui  iront  se  couper  en  un  point  P,  de  sorte 
que  PO  et  PR  seront  p  et  p'.  Or,  parce  que  ces  longueurs  font 
le  même  angle  avec  la  verticale,  elles  seront.également  incli- 
nées sur  l'horizontale  OR,  de  sorte  que  le  triangle  OPR  sera 
isoscèle;  ce  premier  fait  vérifie  donc  la  formule  0  =  p'. 
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Quant  à  a,  il  est  évidemment  égal  à  0,  ol,  comme  la  direc- 
tion a'  est  alors  exactement  l'inverse  de  a,  on  aura  x'  =  cx-+-7:. 

Cela  posé,  le  triangle  isoscèle  OPR,  dans  lequel  les  angles 
en  0  et  R  sont  chacun  égaux  à  (3,  donnera 

OR  =  r=  2pco3(3,     d'où     p  = 


2COSp 

c'est  précisément  là  ce  qu'on  déduit  de  la  formule 


2cos^  cos(Ô  —  a) 

lorsque  a  est  égal  à  0,  puisque  dans  ce  cas  cos(0  —  x)  devient 
l'unité. 
Quant  à  la  formule 

cos(0  —  x'}  =  —  cos(0  —  a), 

elle  est  également  vérifiée,  puisque  le  premier  membre  prend 
la  valeur  cos(— t:),  ou  —  i,  qui  est  aussi  celle  du  second 
membre  lorsque  0  =  x. 

Si  les  deux  cônes  avaient  des  angles  générateurs  différents, 
on  emploierait  l'angle  [3  pour  l'un,  l'angle  [3'  pour  l'autre,  ce 
qui  compliquerait  un  peu  les  calculs  ultérieurs,  mais  n'appor- 
terait aucun  changement  à  la  mise  du  problème  en  équation. 


LXV. 

Nous  venons  de  donner,  dans  l'article  LXIII,  l'équivalent 
algébrique  d'une  droite  coupant  le  plan  des  xy  en  un  point 
quelconque  R,  et  dirigée  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire 
dans  l'espace  ;  nous  avons  ensuite  indiqué  les  conséquences 
qui  en  résultent  pour  les  équivalents  des  sphères  et  des  cônes. 
Toutefois  ces  deux  surfaces  sont  spécialisées  par  cette  cir- 
constance que  la  sphère  a  son  centre  et  le  cône  son  sommet 
au  point  R,  c'est-à-dire  sur  le  plan  des  xy.  Disons  tout  de  suite 
comment  il  faut  traiter  le  cas  général. 

Et  d'abord,  en  ce  qui  concerne  la  sphère,  si  R  est  la  posi- 
tion qu'occupe  son  centre  dans  l'espace,  si  l'on  désigne  par  r 
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In  longueur  el  par  9  el  o  la  longitude  et  la  Taiiiude  de  la 
droite  OR,  l'équivalent  du  point  R  sera 

'•[cos<p(cos9  H-  \'—i  sinô)  H-  ij—i     '  sintpj. 

Cela  posé,  pour  qu'en  parlant  de  l'origine  on  puisse  géomé- 
Iriquemenl  réaliser  la  sphère  qui  a  son  centre  en  R,  il  faut,  à 
la  suite  de  OR  porter  le  rayon  p  de  la  sphère  dans  toutes  les 
directions,  ce  qui  est  représenté  par 

p[cos(3(cosa -+- y  — '  sina)  +  \/— ^       sin|3j, 

expression  dans  laquelle  p  est  constant  cl  (3  el  a  sont  chacun 
variables  de  zéro  as-. 

En  conséquence,  sous  ces  conditions,  l'équivalenl  cherché 
sera 

r[coso(cos0  4- v'  — »  sinô)  +  y'— 1       sin<pj 

-f-  p[co5p(cosa  -4-  \'  —i  sina)  -i-  v  —  »        sin^J. 

Quant  au  cône,  son  équivalent  aura  la  niênie  apparence  al- 
gébrique; mais,  pour  lui,  p  sera  variable  de  zéro  à  l'infini,  a 
le  sera  de  zéro  à  271,  et  (3  sera  constant. 


LXVI. 

Les  indications  que  nous  venons  de  donner  complèlenl  ce 
qui  concerne  les  sphères.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
cônes  dont  jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  les  axes  ver- 
ticaux ;  il  convient  donc  de  généraliser  el  de  s'expliquer  sur 
celles  de  ces  surfaces  dont  les  axes  ont  des  directions  incli- 
nées quelconques. 

Pour  simplifier  noire  exposition,  nous  pouvons  supposer, 
quelle  que  soit  la  position  R  que  le  sommet  du  cône  occupe 
dans  l'espace,  que  celui-ci  est  transporté  à  l'origine;  son 
équivalent  étant  déterminé  dans  ce  cas  particulier,  il  suffira, 
quand  on  voudra  passer  à  la  position  R,  d'ajouter  à  cet  équiva- 
lent celui  du  point  R,  c'esl-à-dire  si  5  et  o  sont  la  longitude 
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el  la  latitude  de  la  droite  OR 

r[cos9(cos0  -f-  v'— I  slnO)  -t-  y'— i       sincpj. 

Cela  posé,  soient  /ul  et  v  la  longitude  et  la  latitude  de  l'axe  du 
cône,  son  équivalent  dlreclif  sera 

cosv(cosp. -f- y/— i  slna)  +  v^— I       sinv. 

D'ailleurs,  a  et  j3  étant  la  longitude  et  la  latitude  d'une  gé- 
nératrice quelconque,  celle-ci  aura  pour  équivalent  dlreclif 

cos(3(cosa  +  y/— 1  sina)  +  v^— I        sin(3; 

mais,  pour  que  cette  dernière  direction  soit  réellement  celle 
d'une  génératrice,  il  faut  qu'elle  fasse  avec  l'axe  un  angle  égal 
à  l'angle  générateur  y  du  cône.  C'est  là  un  problème  que  nous 
avons  traité  à  l'article  LX,  et  nous  avons  trouvé  que  la  condi- 
tion à  remplir,  appliquée  aux  données  actuelles,  prend  la  forme 

(i)  cosy  =  cos(3  cosv  cos(a  —  [j.)  -h  sin[3  sinv. 

Celte  condition,  dans  laquelle  y,  [j.  et  v  sont  constants  et  « 
est  variable  à  volonté,  servira  à  déterminer,  en  fonction  de 
ces  quantités,  la  valeur  qu'il  faut  attribuer  à  la  latitude  j3  pour 
que  la  droite  dont  les  éléments  directifs  sont  a  et  [3  repré- 
sente, en  effet,  une  génératrice  du  cône. 

Cette  détermination  faite,  l'expression  ci-dessous 

r[cos9  (cosô  +  v^— I  slnô) -f  v^— I       sincpj 

H- p[cos[3(cosa  +  y/  — I  sina)  H- y/— I        sin(3j 

sera  l'équivalent  cherché  de  la  surface  conique. 

Dans  cet  équivalent  r,  9  el  0  sont  constants  ;  p  est  variable 
de  zéro  à  l'infini,  a  l'est  de  zéro  à  27:,  enfin  ^  est  une  dépen- 
dance des  angles  y,  [x,  v  et  varie  avec  a  conformément  à  la 
condition  (i)  ci-dessus. 

Si  l'on  voulait  avoir  l'intersection  de  ce  cône  par  un  plan 
passant  par  l'origine,  ayant  pour  trace  sur  le  plan  des  xy  la 
direction  cost  +  y/— >  sinr,  et  faisant  un   angle  A  avec  le 
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même  plan  des  ^r,  on  trouve  que  l'équivalent  algébrique 
d'un  point  quelconque  de  ce  plan  situé  à  une  distance  X  de 
l'origine  serait 

X[(cos(r  H-  y  —  I  sino-cosA)(cosT  -i-  v' — i  sinr) 

/ \^'  1 

H-  v/ — •        sinA  sino-J, 

(7  étant  l'angle  que  fait  la  direction  de  la  longueur  1  avec  la 
trace  du  plan  coupant. 

Or,  pour  les  points  communs  au  cône  et  au  plan,  il  faut  que 
ce  dernier  équivalent  soit  égal  à  celui  du  cône.  De  cette  éga- 
lité résulteront  trois  conditions  entre  les  constantes  r,  <p,  0,r,  A, 
la  variable  indépendante  a,  la  quantité  (3  fonction  connue  de  a, 
<>t  les  trois  inconnues  p,  1  et  c-.  Le  problème  se  trouve  donc 
réduit  à  une  pure  question  d'analyse,  et  il  nous  suffit,  pour 
l'objet  qui  nous  occupe,  de  l'avoir  ramené  à  ce  point. 

LXVII. 

Les  explications  qu'on  vient  de  lire  nous  paraissent  de  na- 
ture à  bien  mettre  à  jour  tout  ce  qui  concerne  les  sphères  et 
les  cônes,  ainsi  que  les  rapports  qu'ils  peuvent  avoir,  soit 
entre  eux,  soit  avec  les  drohes  et  les  plans.  Pour  compléter 
cet  exposé  des  surfaces  élémentaires,  nous  allons  entrer  dans 
quelques  détails  sur  les  surfaces  cylindriques  dont  jusqu'à 
présent  l'occasion  ne  s'est  pas  présentée  de  nous  occuper. 

Imaginons  que,  sur  le  plan  des  xy\  on  trace  une  courbe 
quelconque,  et  considérons  cette  courbe  comme  représentant 
la  trace  d'un  cylindre  sur  ce  plan. 

Un  rayon  vecteur  dirigé  quelconque  de  cette  courbe,  ayant 
une  longueur  r  et  une  direction  déterminée  par  l'angle  6,  sera 
représenté  par  r(cos0  -i-  y'— i  sin9),  expression  qui  convient 
à  toutes  les  droites  passant  par  l'origine  ;  mais,  puisqu'il  s'agit 
ici  d'une  courbe  déterminée,  on  comprend  que,  dans  une 
pareille  courbe,  r  et  0  ne  peuvent  pas  être  arbitrairement 
variables,  et  que  l'une  de  ces  quantités  est  nécessairement 
liée  à  l'autre.  Nous  devons  donc  admettre  que  r  est  une  cer- 
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laine  fonction  do  0,  soil  /(  0)  ;  la  forme  de  la  fonction  /  élani 
une  conséquence  directe  de  la  définition  géométrique  de  la 
courbe. 

Cela  posé,  pour  former  le  cylindre  dont  cette  courbe  est  la 
trace,  il  faudra  par  l'extrémité  de  chaque  rayon  vecteur  mener 
une  parallèle  à  l'axe.  Or,  si  l'on  désigne  par  a  et  [3  la  longi- 
tude et  la  latitude  de  cet  axe,  toutes  ces  parallèles  auront  pour 
direction 

cos(3(cosa -+- y/— '  sina) -f- v'— f        sin[3, 

de  sorte  que,  si  p  est  une  longueur  variable  comptée  sur  ces 
parallèles  à  partir  de  l'extrémité  du  rayon  vecteur  auquel  elles 
correspondent  respectivement,  il  est  facile  de  se  rendre  compte 
que  l'équivalent  de  la  surface  cylindrique  sera 

/(0)(cosô  +  V— Tsin0) 

-t-  p  [cos(3(cosa  +  v^—  I  sina)  -t-  y  —  '        sin(3j. 

Dans  cette  expression,  [b  et  a  sont  des  quantités  constantes,  et 
les  variables  sont  B  et  p. 

Supposons  maintenant  qu'on  veut  obtenir  l'intersection  de 
ce  cylindre  par  un  plan  dont  la  trace  coupe  l'axe  des  x  à  une 
distance  a  de  l'origine  et  fait  av(Vî  cet  axe  un  angle  r,  ce  plan 
étant  d'ailleurs  incliné  suivant  l'angle  A  sur  le  plan  des  xy. 
L'équivalent  algébrique  d'un  point  quelconque  de  ce  plan  sera 

a  -r-\  [(coscr  H-  \/—  i  cosA  sino-)  (cost  -+-  y  —  i  sinr) 

/ ^'~'    •     i    •      1 

+  V  —  '       sm  Asino-J. 

Dans  cette  expression  \  représente  une  longueur  quel- 
conque située  sur  le  plan  et  comptée  à  partir  de  l'exirémité 
de  «,  l'angle  o-  est  celui  que  fait  la  longueur  \  avec  la  trace  du 
plan. 

Or,  pour  les  points  communs  au  plan  et  au  cylindre,  il  faut 
que  ce  dernier  équivalent  soit  égal  à  celui  du  cylindre.  De 
cette  égalité  résulteront  trois  conditions  entre  les  constantes 
a,  T,  A,  a,  j3,  la  variable  Q  ei  les  trois  inconnues  p,  \  q\  le  pro- 
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blême  se  trouve  ainsi  ramené,  comme  le  précédent,  à  une 
simple  question  d'analyse. 


LXVIII. 

A  supposer  qu'on  ne  voulût  voir,  dans  les  divers  exemples 
que  nous  venons  de  traiter,  que  quelques  spécialités  qui,  nous 
le  reconnaissons  sans  peine,  sont  loin  de  former  une  théorie 
complète,  il  nous  semble  qu'on  ne  saurait  toutefois  leur  refu- 
ser le  mérite  d'indiquer  clairement  comment  les  longueurs  et 
les  directions  sont  susceptibles  de  se  combiner  en  Algèbre, 
les  unes  avec  les  autres,  par  des  liens  absolument  identiques  à 
ceux  qui  les  enchaînent  en  Géométrie,  et  de  permettre  à  l'es, 
prit  d'entrevoir  par  quels  procédés  pourra  et  devra  être  con- 
stituée la  théorie  appelée  à  devenir  l'expression  vraie  et  défi- 
nitive des  rapports  qui  existent  entre  les  deux  sciences. 

Présentons  à  ce  sujet  quelques  réflexions  dans  lesquelles 
nous  reviendrons  sur  les  considérations  générales  qui  sont  le 
fondement  de  la  pensée  que  nous  venons  d'émettre  et  qui  se- 
ront le  fil  directeur  des  recherches  à  entreprendre  sur  cet  im- 
portant sujet. 

Les  deux  générateurs  nécessaires,  mais  en  même  temps 
uniques,  de  la  science  de  l'étendue  tout  entière,  sont  l'élé- 
ment continu  et  l'élément  direciif,  la  longueur  et  l'angle, 
c'est-à-dire  la  quantité  et  son  mode  d'existence,  sa  situation 
dans  l'espace. 

Qu'on  nous  fasse  connaître  la  valeur  numérique  de  tel 
nombre  de  longueurs  qu'on  voudra,  qu'on  nous  indique  en 
même  temps  les  directions  respectives  suivant  lesquelles  ces 
diverses  longueurs  doivent  être  portées  à  la  suite  les  unes  des 
autres,  nous  pourrons,  à  l'aide  de  ces  données,  et  en  faisant 
usage  des  procédés  de  construction  que  la  Géométrie  nous 
enseigne,  créer  une  figure  représentative  de  ces  longueurs  et 
de  leurs  situations  et  obtenir  ainsi  l'image  exacte  et  visible  de 
ce  que  l'énoncé  de  la  question  a  voulu  définir  et  imposer. 

Supposons  cette  figure  construite.  En  dehors  des  données 
qui  ont  servi  à  la  former,  données  qui  ont  leur  définition 
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propre  et  qui  sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  il  ré- 
sultera, du  fait  même  de  la  construction,  la  création  de  nou- 
veaux éléments,  tant  longueurs  qu'angles,  qui  devront  se 
trouver,  soit  entre  eux,  soit  avec  les  données,  dans  certains 
rapports  obligés  de  grandeur  et  de  position. 

En  etïet,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  aucun  dé- 
tail, par  cela  seul  qu'ils  font  partie  d'un  ensemble  que  sa  défi- 
nition rend  invariable,  il  faut  bien  que,  pour  concourir  à  la 
réalisation  de  cet  ensemble  et  pour  assurer  sa  fixité,  ils  soient 
soumis  à  un  ajustement  plutôt  qu'à  un  autre,  et  de  là  doivent 
résulter  pour  eux  certaines  obligations,  conséquences  inévi- 
tables de  la  mission  qu'ils  sont  appelés  à  remplir. 

Faisons  comprendre,  par  un  exemple  fort  simple,  la  portée 
de  cette  observation. 

On  donne  une  première  longueur  a  qu'on  suppose  placée 
d'une  m.anière  quelconque  sur  un  plan.  On  donne  ensuite, 
dans  le  même  plan,  une  seconde  longueur  6  qui  est  assujettie 
à  la  double  condition  de  partir  d'une  des  extrémités  de  a  et 
de  faire  un  angle  9  avec  la  direction  qu'il  a  convenu  de  prendre 
pour  a.  Enfin  on  donne  encore  sur  ce  plan  une  troisième  lon- 
gueur b'  partant  de  l'autre  extrémité  de  a  et  faisant  avec  la  di- 
rection de  a  un  angle  9'. 

Appliquant  à  ces  données  les  procédés  ordinaires  de  con- 
struction géométrique,  on  formera  la  figure  P'M' M  P  (^g^.  i3), 


Fig. 
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qui  est  la  reproduction  visible  de  l'énoncé.  Or,  cela  fait,  il  s'é- 
tablit entre  les  diverses  parties  de  cette  figure,  autres  que  les 
données,  comme  par  exemple  les  longueurs  M'P,  MP',  PP'  et 
les  inclinaisons  de  ces  longueurs  sur  la  ligne  de  base,  il  s'éta- 
blit, disons-nous,  divers  rapports,  soit  de  grandeur,  soit  de 
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position,  qui  sont  à  la  vérité  et  ne  peuvent  être  que  des  con- 
séquences des  données  mêmes,  mais  dont  les  valeurs,  en 
fonction  de  ces  données,  ne  sont  pas  immédiatement  assi- 
gnables, et  exigent  pour  être  obtenues  une  suite  de  recherches 
et  de  combinaisons  à  entreprendre  sur  ces  données. 

Ainsi,  plus  particulièrement,  les  points  P  et  P'  sont  à  une 
certaine  dislance  l'un  de  l'autre;  ils  sont  situés  sur  une  droite 
ayant  une  certaine  direction.  Cette  distance  et  cette  direction 
étant  des  conséquences  obligées  de  la  construction  doivent 
pouvoir  être  déterminées  en  fonction  des  données,  et  l'étude 
de  la  Géométrie  a  pour  objet  de  nous  faire  connaître  les 
moyens  à  l'aide  desquels  cette  détermination  pourra  se  faire. 

A  cet  effet,  celte  Science  s'applique  à  rechercher  et  à  éva- 
luer autant  que  possible  tous  les  rapports  existant  entre  les 
diverses  parties  des  tracés  figuratifs  que  les  ressources  qui 
lui  sont  propres  lui  permettent  d'établir,  en  allant  du  simple 
au  composé,  et  l'art  du  géomètre  consiste  à  savoir  puiser  dans 
ce  recueil  de  vérités  acquises  celles  qui  lui  paraissent  les  plus 
aptes,  en  raison  de  l'état  même  de  la  question,  à  le  conduire 
au  but  qu'il  se  propose  d'atteindre. 

Mais  dans  cette  Science,  on  le  sait,  il  n'y  a  pas  de  méthode 
générale  susceptible  de  guider  l'opérateur  dans  le  choix  à  faire 
de  ces  vérités,  suivant  les  cas  particuliers  qu'il  a  à  traiter.  Plus 
il  possédera  de  connaissances  acquises,  plus  il  apportera  de 
sagacité  dans  l'emploi  de  ces  connaissances,  plus  enfin  il  saura 
mettre  son  raisonnement  en  rapport  avec  les  exigenc.es  de  la 
question,  et  plus  aussi  il  sera  en  droit  d'espérer  le  succès. 
Quant  à  la  certitude,  nous  le  répétons,  il  n'existe  pas  en  Géo- 
métrie de  méthode  propre  à  la  lui  assurer. 

On  peut  dire  qu'en  Géométrie  on  voit  parfaitement  l'effet 
direct  et  immédiat  des  données,  puisqu'on  en  possède  la  re- 
présentation figurée  avec  toute  l'exactitude  possible  ;  mais  les 
conséquences  plus  ou  moins  éloignées  de  ces  données  sont 
loin  d'être  apparentes,  et  les  liens  qui  doivent  rattacher  ces 
conséquences  aux  faits  primitifs  de  l'énoncé  ne  sont  pas  tou- 
jours facilement  saisissables. 

Or  c'est  précisément  le  contraire  qui  arrive  lorsque,  au  lieu 
de  traduire  les  données  d'une  question  à  l'aide  des  éléments 
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linéaires  el  angulaires  de  la  Géométrie,  on  met  en  œuvre, 
pour  celle  traduction,  les  moyens  que  nous  offre  l'Algèbre^ 
soit  par  l'usage  du  nombre,  soit  par  celui  des  opérations  qui 
sont  propres  à  celte  science.  Il  est  certain,  en  effet,  que  l'as- 
pect des  expressions  analytiques  de  diverses  longueurs  diri- 
gées écrites  les  unes  à  la  suite  des  autres  est  peu  propre  à  nous 
éclairer  sur  l'enchaînement  et  la  constitution  actuels  des  don- 
nées d'une  question,  ainsi  que  le  fait  dans  la  Géométrie  l'image 
d'une  figure  présentant  à  la  vue  ces  données  telles  qu'elles 
existent,  et  dans  l'ordre  même  qui  leur  est  assigné  par  l'é- 
noncé. Dans  la  traduction  algébrique  tout  cela  nous  échappe 
presque  eniièrement;  mais,  d'un  autre  côté,  lorsque  les  élé- 
ments analytiques,  bien  précisés  au  préalable  par  l'opérateur, 
auront  été  convenablement  liés  entre  eux,  suivant  les  condi- 
tions mêmes  posées  par  la  question,  ils  seront  devenus  alors 
parties  intégrantes  des  équations  représentatives  de  ces  con- 
ditions, et  la  résolution  de  ces  équations,  dans  lesquelles  les 
quantités  connues  se  trouvent  logiquement  et  mathématique- 
ment combinées  avec  celles  à  déterminer,  donnera  un  moyen 
certain,  infaillible,  par  la  simple  application  des  règles  de 
l'Algèbre,  de  connaître  tous  les  faits,  d'évaluer  tous  les  rap- 
ports qui  sont  des  conséquences  plus  ou  moins  éloignées  de 
la  question  proposée. 

LXIX. 

Je  suis  loin  de  prétendre  pour  cela  que,  dans  l'exemple  que 
je  viens  de  citer  et  dans  tout  autre,  les  considérations  pures  de 
la  Géométrie  ne  pourront  pas  conduire  au  but;  mais,  comme 
ici  il  n'existe  pas  de  méthode  générale  indicatrice,  je  ne  dirai 
pas  des  meilleurs  moyens  à  employer,  mais  d'un  moyen  quel- 
conque à  mettre  en  œuvre  pour  obtenir  la  solution,  on  pourra 
être  exposé  à  chercher  beaucoup  avant  d'avoir  trouvé,  et  même 
à  ne  rien  découvrir  après  un  très-grand  nombre  de  tentatives. 

Avec  les  ressources  de  l'Algèbre,  l'opérateur  ne  doit  avoir 
qu'un  seul  souci,  celui  de  mettre  le  problème  en  équation. 
Or  cela  sera  toujours  très-facile  avec  les  équivalents  directifs, 
puisqu'il  n'y  aura  qu'à  faire  suivre  à  ces  équivalents,  combinés 
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avec  ceux  des  longueurs,  les  indications  mêmes  de  l'énoncé  et 

à  écrire  que  ces  expressions,  représenlalives  des  longueurs 
dirigées,  satisfont  aux  conditions  auxquelles  cet  énoncé  dé- 
clare qu'elles  doivent  être  soumises. 

Par  exemple,  dans  la  figure  ci-dessus,  après  avoir  pris  la 
direction  de  a  comme  point  de  départ,  si  l'on  joint  par  une 
droite  les  points  P,  P'  et  si  l'on  désigne  par  ^  la  longueur  in- 
connue PP',  par  r,  l'angle  que  fait  celte  droite  avec  la  ligne  de 
base,  il  en  résultera  que  la  longueur  dirigée  PP'  aura  pour 
équivalent  algébrique 

^(cosy)  +  v'— I  sinvî). 
Quant  à  la  longueur  6,  elle  a  pour  équivalent 

b{cosB  -+-  ^~i  sinô); 
pour  la  longueur  b'  dirigée  de  M'  en  P',  son  équivalent  est 

6'(cos0'-+- v-^sinÔ')» 
tandis  que,  dirigée  de  P'  en  M',  son  équivalent  sera 

—  ^'(cosô'-f-v^sinS'j- 
Ayant  ainsi  établi  toutes  ces  équivalences  et  remarquant 
que  a,  b,  \,  h'  considérés  tant  au  point  de  vue  des  longueurs 
qu'à  celui  des  directions  forment  un  quadrilatère  fermé,  il  n'y 
aura  qu'à  formuler  la  condition  de  celte  fermeture,  ce  qui,  au 
point  de  vue  géométrique,  revient  à  dire  que 

a  dirigé  -i-  l  dirigé  -h  ç  dirigé  -t-  b'  dirigé 

conduit  au  point  de  départ,  ou,  en  d'autres  termes,  que  cette 
somme  est  nulle. 

Dès  lors,  remplaçant  ces  diverses  longueurs  dirigées  par 
leurs  équivalents  algébriques  et  ayant  égard  au  sens  suivant 
lequel  elles  marchent,  la  traduction  immédiate  de  l'énoncé 
se  fera  par  l'équation 

a  -h  6  (  cos  9  -4-  V  —  1  sin  ô  ) 
-f-  çfcosr;  -h  v'— ï  smr,)  —  6' (cos  9'+  \—i  sinô')  =  o. 
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Cela  fait,  il  ne  s'agira  plus  que  d'exécuter  de  simples  opéra- 
lions  de  calcul  bien  connues  pour  obtenir  ^  et  73. 

Egalant  en  elîet  à  zéro  et  le  réel  et  l'imaginaire,  on  aura  les 
deux  conditions 

^cosyj  =  b'  cosO'—  a  —  bcos9, 
Isinn  =  b'  s\n9'  —  ôsinô, 

à  l'aide  desquelles  les  deux  inconnues  seront  facilement  ob- 
tenues. 

Nous  pouvons,  avec  la  même  figure,  donner  un  second 
exemple  de  la  simplicité  de  ces  déterminations. 

Si  l'on  prolonge  respectivement  MP  et  M'P'  au  delà  des 
points  P  et  P'  jusqu'à  leur  rencontre  en  S,  on  obtiendra  deux 
longueurs  PS  et  P'S,  dont  les  valeurs  sont  une  conséquence 
nécessaire  des  données,  mais  qui  ne  sont  pas  immédiatement 
connues.  Pour  les  obtenir,  on  remarquera  que  ces  longueurs 
sont  dirigées  :  l'une  suivant  0,  l'autre  suivant  6',  et  que,  com- 
binées avec  a,  b  et  b',  elles  forment  le  contour  triangulaire 
fermé  M'MS.  Dès  lors,  si  on  les  désigne  par  x  et  x'j  la  condi- 
tion analytique  de  cette  fermeture  sera 

«  H-  (6  +  a:)(cos  6  H-  y/' — i  sinô) 

—  {x'+  6')(cos0'+  v/^sinÔ')  =  o- 

Parvenu  à  ce  point  et  égalant  séparément  à  zéro  le  réel  et 
l'imaginaire,  nous  obtenons  les  deux  conditions 

a  +  {b  -h  x) cos 0  ~  {x' -\-  b'  )  cos 6'  =  o, 
{b  -hx)s\n6  —  {x'  -\-b'  )s\n9'~  o, 

dont  la  résolution  fera  immédiatement  connaître  les  incon- 
nues X  et  x'. 

Veut-on  dans'le  quadrilatère  M'MPP'  connaître  en  longueur 
et  en  direction  la  diagonale  M'P,  on  remarquera  d'abord  que 
l'équivalent  algébrique  de  cette  longueur  dirigée  de  M'  vers  P 

est  

X(cosw-Fy'— I  sino)), 

>  désignant  la  longueur  cherchée  et  w  l'angle  que  fait  sa  di- 
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reciion  avec  celle  de  a.  On  remarquera  de  plus  que  celle  dia- 
gonale, combinée  avec  a  el  avec  b,  forme  un  contour  triangu- 
laire fermé,  parlant  de  M'  avec  a  et  se  terminant  au  même 
point  avec  PM'.  Dès  lors,  en  tenant  compte  que,  pour  celte 
fermeture,  il  faut  que  la  diagonale  marche  en  sens  inverse,  on 
trouvera  pour  la  condition  cherchée 

a  -4-  6(cos6  4-  V  —  '  sin  ô)  —  >.(cosa)  -4-  y'—  i  sinca)  =  o. 

Égalant  de  part  et  d'autre  à  zéro  le  réel  el  l'imaginaire,  on  aura 
les  deux  conditions 

a  H-  6cos5  —  >.cos&)  =  o, 
6sin  B  —  >.sinu  =  o, 

à  l'aide  desquelles  on  obtiendra  sans  peine  X  et  'ji. 

Le  lecteur  voudra  bien  nous  excuser  d'être  entré  dans  ces 
détails;  mais  il  comprendra,  nous  l'espérons,  combien  ils  sont 
propres,  non-seulement  à  faire  voir  qu'en  suivant  la  marche 
indiquée  on  sera  toujours  certain  d'arriver  à  une  solution, 
mais  encore  que  la  préparation  de  cette  solution  peut  toujours 
être  obtenue  avec  une  grande  facilité. 

Le  spécimen  dont  nous  nous  sommes  occupé  dans  ce  qui 
précède  se  rapporte  à  une  figure  tracée  sur  un  plan.  Nous 
avons  cru  que  cette  simplification  ne  pourrait  au  début  être 
que  favorable  à  l'exposé  de  nos  idées  et  qu'elle  était  très-suf- 
fisante d'ailleurs  pour  mettre  à  jour  toute  la  rationnalilé  du 
principe  que  nous  avons  eu  en  vue  d'établir.  Au  reste,  à  ceux 
qui  ne  voudraient  voir  ici  qu'une  répétition  de  ce  que  nous 
avons  dit  à  ce  sujet  dans  notre  première  publication,  nous 
allons  donner  une  plus  complète  satisfaction  en  nous  occu- 
pant des  combinaisons  de  la  longueur  avec  les  directions  dans 
l'espace.  On  jugera  aisément,  dès  les  premiers  pas  que  nous 
ferons  dans  cette  étude,  que  les  mêmes  idées,  les  mêmes 
moyens,  les  mêmes  principes  s'appliquent  aussi  bien  aux  cas 
les  plus  généraux  de  la  science  de  l'étendue  qu'au  cas  parti- 
culier des  directions  planes. 
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LXX. 

Une  des  questions  les  plus  simples  qu'on  puisse  se  proposer 
de  résoudre  est  celle  qui  consiste  à  déterminer  en  grandeur 
et  en  direction  la  diagonale  d'un  cube. 

Si  l'on  prend  pour  origine  l'un  des  sommets  de  ce  cube  et 
pour  axes  des  coordonnées  les  trois  arêtes  qui  passent  par  ce 
sommet;  si,  en  outre,  on  appelle  a  la  longueur  du  côté  du 
cube,  les  arêtes  dirigées  de  ce  cube  seront  successivement 

a,  asj—x,  a\j—i  ,  de  sorte  que,  si,  partant  de  l'origine, 
on  parcourt  à  la  suite  l'un  de  l'autre  ces  trois  chemins,  leur 

somme  a-\-  a\j  —  i  -h  a\l—\  conduira  à  l'extrémité  même 
de  la  diagonale  issue  de  l'origine.  En  conséquence,  l,  étant  la 
longueur  de  cette  diagonale,  a  et  ^  étant  sa  longitude  et  sa 
latitude,  on  devra  avoir 

a  -f-  «  y  —  I  -\-  a  \J-~  I 

—  |LC0s[3  (cosa-h  s/— I  sina)  4- v'— I       sin(3j. 

On  voit  d'après  cela  avec  quelle  simplicité  le  problème  est 
mis  en  équation.  Égalant  maintenant  ce  qui  est  réel  de  part  et 
d'autre,  ainsi  que  les  imaginaires  de  même  ordre,  on  aura  les 
trois  conditions 

rt  =  >  cos[3cosa,     a  =  ^cos(3sina,     «=:?sinp, 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  évaluer  ^,  a  et  ;3  ;  les  résultats 
de  cette  évaluation  sont 

?=:ai/3,     cosa  =  sina  = -4='     cos|3  =  i/-,     sin;i=:-^» 
^         ^  ^2  V  3  ^/3 

et  l'on  retrouve  ainsi  les  valeurs  ordinaires  qu'on  obtient  par 
les  moyens  usuels  de  la  Géométrie. 

Passons  à  un  cas  un  peu  plus  compliqué. 

3upposons  à  cet  effet  que  le  volume  dont  on  s'occupe  pos- 
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sède  comme  le  cube  une  base  carrée,  que  de  plus  ses  trois 
arêtes  ont  des  longueurs  égales  que  nous  désignerons  par  a, 
que  les  deux  faces  latérales  dont  l'une  passe  par  l'axe  des  x 
et  dont  l'autre  est  sa  parallèle  restent  perpendiculaires  au 
plan  de  base,  mais  que  les  deux  autres  font  avec  ce  plan  un 
angle  5. 

Dans  ces  circonstances,  les  arêtes  situées  sur  les  axes  des  x 
et  des  y,  ou  qui  leur  sont  parallèles,  seront  exprimées,  comme 
précédemment,  par  a  et  a\i — i  ;  mais  les  autres  parallèles  au 
plan  des  xz,  faisant  avec  l'axe  des  x  un  angle  5,  auront  pour 
expression 

a(cos0  +  v  — i^     sin6J' 

de  sorte  que  la  somme  des  chemins  parcourus  en  suivant  ces 
arêtes  sera 


a  -;-  «y  —  I  -+- 


fl\cosô -}- y  — »^     sinôj; 


et,  comme  alors  on  est  parvenu  à  la  seconde  extrémité  de  la 
diagonale,  si  l'on  conserve  à  ^,  a,  (3  les  attributions  précé- 
dentes, on  devra  avoir 

I —     (  — /="'      ^ 

«-4- ay  — I -f- a\^cos0 -f- y  — I       sinôy 

=  5[cos(3  (cosa-f- v^— i  sina)  -i-  v'— i       sin|3j; 

le  problème  se  trouve  ainsi  mis  en  équation. 

Égalant  maintenant  ce  qui  est  réel  de  part  et  d'autre,  ainsi 
que  les  imaginaires  de  même  ordre,  on  aura  les  trois  condi- 
tions 

a-j- acos5  — çcos^cosa,     a  =  çC0S^sina,     asinô  =  ^sin)3, 

qui  serviront  à  évaluer  ;,  a  et  J3. 

On  élimine  facilement  ;  et  (3  en  divisant  les  deux  premières 
l'une  par  l'autre,  et  l'on  trouve 

I 

tanga  = 7  ; 

"  IH-COSÔ 
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■par  suite 

I  I  -»-  COS0 

sina  ==  -  rj     rosQ:  = 

Vi-f- (i  +  cosôf  v/i +('  +  cos9)' 

Pour  avoir  ^,  on  fera  la  somme  des  carrés  des  trois  conditions, 
ce  qui  donnera 

?  =  a^'3  +  2  cos5, 

moyennant  quoi  la  troisième  condition  donnera 

,    _       rrslnQ  sin0 

sinp  =  — r, —  =  —=== 

et  par  suite 

2(1  4-  COS0)  H-  CO-S'Ô 


cos(3 


^3  +  2Cos9 


Après  l'étude  de  ces  circonstances  qui  sont  fort  simples,  et 
qu'il  convenait  de  choisir  telles  au  début,  nous  pouvons  pas- 
ser à  une  question  plus  générale  qui  les  résume  toutes. 

A  cet  effet,  proposons-nous  de  déterminer  en  grandeur  et 
en  direction  la  diagonale  d'un  parallélépipède  quelconque. 
Appelons  a,  b,  c  les  longueurs  des  trois  arêtes  de  ce  parallé- 
lépipède; prenons  un  des  sommets  pour  origine  et  la  direction 
d'une  de  ses  arêtes,  celle  a,  par  exemple,  pour  axe  des  a:; 
supposons  enfin  que  le  plan  de  la  face  ab  est  celui  des  xjf\ 

Si  9  désigne  dans  ce  dernier  plan  l'angle  que  fait  6  avec  a, 
la  longueur  dirigée  de  b  sera  exprimée  par 

6(cos9 -f- v^— I  sin9)  ; 

d'un  autre  côté,  si  l'on  appelle  /z  et  9  la  longitude  et  la  lati- 
tude de  c,  le  représentant  algébrique  de  la  troisième  arête 
dirigée  sera 

c[cos0  (cosa  -+-  y/— I  siufz)  ~{-  \J—i       sinôj. 

Cela  posé,  l'addition  géométrique  de  ces  trois  arêtes  condui- 
sant à  l'extrémité  de  la  diagonale  qui  part  de  l'origine,  il  fau- 
dra que  cette  somme  soit  égale  à  la  diagonale  dirigée,  de  sorte 
que,  ;  étant  la  longueur  de  cette  dernière  et  a  et  [3  désignant 
sa  longitude  et  sa  latitude,  les  conditions  géométriques  aux- 
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quelles  il  faut  saiisfaire  seront  algébriquemeiU  représentées  par 

tf  -+-  6  (  cos  9  +  V  "~  '  sin  9  ) 

-t-c[cos6  (cosfz  + v'— I  sin/x)  -h^—i       sinSj 
=  ^[cos(3(cosa-i-  \/— 1  sinaj-hy  — I       sin^âj. 

Le  problème  se  trouve  ainsi  mis  en  équation. 

Égalant  maintenant  le  réel  au  réel,  puis  les  imaginaires  des 
'  deux  ordres,  on  obtient  les  trois  conditions  suivantes  : 

a  -+-  bcoso  -t-  ccos9cosa=:  ^cos^cosa, 
ôsinç  -H  ccosô  sin/x  =  ;COs^  sina, 
csin5  =  ;  sin^, 

à  l'aide  desquelles  on  déterminera  i,  a  et  (3. 

Prenant  d'abord  la  somme  des  carrés,  le  second  membre  se 
réduira  à  ^S  et  par  suite  on  trouvera 


^  =  y'a'  -+-  b^ H- c'  -+-  2  ab  cos 9  -h  2 c  cos 0[a  cos  a -f-  6  cos (9  —  u)] . 

Divisant  ensuite  la  seconde  par  la  première,  le  second 
membre  se  réduit  à  tanga,  et  l'on  a 

6  sino  -+-  6- cos 5  sina 
tanga  = 


smp 


a  -h  6cos9  4-  ccosô  cos/x 
Enfin  de  la  dernière  on  déduit 
cs'ind  cs'mO 


?  ^a'-i-6'-+-c-'+2a6cos9-h2CCOsô[acosa-i-6cos(9  — /a)] 

et  l'on  obtient  ainsi  les  trois  inconnues  en  fonction  des  don- 
nées. 

Si  l'on  voulait  de  là  revenir  au  cube,  il  faudrait  pour  ce  cas 
particulier  poser,  savoir: 

a  =  b=:c,     0=-»     0  =  -»     "  =  oj 
1  2 

les  formules  générales  donnent  alors 

cr=av3,     tanga  =  1,     d  ou     sina  =  cosa=: — -1 
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enfin 

sinS=  -^> 

ainsi  que  nous  l'avons  constaté  ci-dessus. 


LXXI. 

Pour  donner  un  exemple  des  procédés  à  suivre  lorsque  les  * 
droites,  au  lieu  de  passer  par  l'origine,  sont  situées  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace,  nous  chercherons  à  quelles 
conditions  doivent  satisfaire  les  éléments  qui  définissent  deux 
droites  pour  que  celles-ci  se  rencontrent. 

Si  l'on  appelle  R  le  point  où  une  droite  perce  le  plan  des  xy, 
si  l'on  désigne  par  r  la  longueur  OR  et  par  Q  l'angle  qu'elle  fait 
avec  l'axe  des  x,  la  droite  dirigée  OR  aura  pour  équivalent 
algébrique 

r(cos6 -r  v/— 1  sinô); 

d'un  autre  côté,  si  p  est  la  dislance  variable  qui  sépare  R  d'un 
point  quelconque  de  la  droite,  si  a  et  [3  sont  la  longitude  et 
la  latitude  de  celle-ci,  le  chemin  parcouru  pour  aller  de  l'ori- 
gine à  tel  point  qu'on  voudra  de  la  droite  sera  algébriquement 
représenté  par 

r(cos9  -f-  v/— »  sinô) 

-4-pLcos[3  (cosa  -I-  y  — 1  sina)  +  y  — i       sin^J. 

Un  point  quelconque  d'une  seconde  droite  dont  les  élé- 
ments directifs  et  de  situation,  par  rapport  à  l'origine,  seront 
représentés  par  les  mêmes  lettres  accentuées,  aura  pour  équi- 
valent en  Algèbre 

r'(cos9'  + v/— ^sinô') 

-+-  p'[cos(3'(cosa'H-  v^— I  sina')  +  v'^       sin^'J. 

En  conséquence,  pour  le  point  commun  aux  deux  droites, 
lorsqu'il  en  existera  un,  il  faudra  que  ces  deux  équivalents 
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soienl  égaux.  On  voit  donc  que  la  mise  du  problème  en  équa- 
tion est  des  plus  simples. 

De  cette  égalité  on  déduit,  comme  à  l'ordinaire,  les  trois 
conditions  suivantes: 

rcosS  -i-pcos^cosa  =  r'cos^'H- p'cos^'cosa', 
rsinô  -f-pcos^  sina  =  /sinô' -+- p'cos|3' sina', 
psin[3  =  p'sinS'. 

Dans  ces  conditions,  tout  est  constant,  excepté  p  et  p'.  Or. 
comme  on  a  trois  équations  pour  déterminer  deux  inconnues, 
on  voit  que  le  problème  ne  sera  pas  toujours  possible,  et  que, 
pour  qu'il  le  soit,  il  faudra  que  l'équation  finale  résultant  de 
l'élimination  de  p  et  de  p'  soit  satisfaite. 

La  dernière  condition  donne 

,       osin3 
'^        sinp 

substituant  cette  valeur  dans  les  deux  premières,  on  a 

r     .  o  u  r,  SinS 

rcos5  4-  ocos3cosa  =  rcosô  -f-p  — — '—  cosû  cosa  , 

sinp         ^ 

rsin5  -f-  ocos3sina  =  r'sin  5'-i-  p  -; — ^-  cosS'sina'. 

et  l'on  en  déduit  les  deux  valeurs  suivantes  de  p: 
r 009.0  —  r'  ces 5' 

p— r^5 ^ 

_,  ,sm3 

cosS'cosa'-r— ^  —  cosScosa 
sinp  ^ 

rsin5  —  r'sin^' 


o,   .      ,  sinS  _    . 

cosS'sina'    .    '    —  cosSsina 
sin|î  ^ 

Égalant  donc  ces  deux  valeurs,  on  aura  pour  la  condition 
cherchée 

rcos(5  —  r'  cosQ' 

cosp'cosa'sin(3  —  cos^sin(î' cosa 

rsin5  —  r'sin9' 


cos(â'sina'sin^  —  cos^sin^'sina 
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Il  n'est  pas  sans  inlérêt  de  faire  voir  que  celte  délermini- 
lion,  conséquence  directe  de  la  nouvelle  théorie,  est  en  com- 
plet accord  avec  les  résultais  obtenus  par  les  procédés  ordi- 
naires de  la  Géométrie  analytique. 

En  effet,  lorsqu'on  a  recours  à  ces  procédés,  une  droite 
quelconque  est  représentée  par  le  système  des  deux  équa- 
tions 

:r  =  /n z  -4-  p.,    y^  =  nz  -\-  y, 

dans  lesquelles  /x  et  v  sont  les  coordonnées  du  point  R  où  la 
droite  perce  le  plan  des  xf,  m  est  la  tangente  que  fait  avec 
l'axe  des  z  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  des  xz,  enfin  n 
est  la  tangente  que  fait  avec  le  même  axe  la  projection  de  la 
droite  sur  le  plan  des  yz. 

Une  seconde  droite,  perçant  le  plan  des  xf  en  un  point  R', 
sera  représentée  à  son  tour  par  le  système  d'équations 

x' =  i7i' z' +  ;x' ,     r'~n'z'-hy'. 

Cela  posé,  on  déduit  de  là  par  voie  de  soustraction 

X  —  x'  =  niz  —  m' z  H-  a  —  p.',     y  —  y' ^=l  nz  —  /i' 2'  +  y  —  v'. 

Or,  lorsque  les  droites  se  rencontrent,  on  a  pour  le  point 

commun 

xr=x',     y  :=  y' ,     z  =  z' 

et  par  suite 

(m  —  in')z  +  IX  —  IJ-'  =  f>,     (n  —  n')z  -h  v  —  v'  =:  o. 

De  ces  deux  équations,  on  déduit  deux  valeurs  de  z  qui 
doivent  être  égales  et  qui  conduisent  ainsi  à  la  condition 

F-  —  l^'  _  V  -  v' 


Cette  condition  doit  donc  être  identique  avec  celle  que  nous 
venons  de  trouver  :  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Et  d'abord,  d'après  la  définition  de  (j.,  v,  p',  v',  il  est  évident 
que  l'on  doit  avoir 

a  —  a'=  rcosO  —  1^  cos9',     v  —  v'—  rsin^  —  r'sinô'; 
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on  voit  donc  que  ces  numérateurs  sont  les  mêmes  que  les 
précédents. 

Quant  aux  tangentes  m,  m',  n,  n',  on  remarquera  que,  si  l'on 
transporte  l'origine  au  point  R  où  la  première  droite  perce  le 
plan  des  xy,  les  coordonnées  ç,  r,,  Ç  du  point  de  la  droite  si- 
tué à  la  dislance  unité  de  cette  nouvelle  origine  auront  pour 
valeurs 

^  =  cosacos[3,     yj  =  sina  cos^,     i;  =  sinp. 

,  cosa^osS 

Dès  lors  m,  qui  est  le  rapport  de  c  a  ^,  sera  -. — ^— ^  et  n, 

sinp 

,  .        '   V.  •     1  •   sinaoosS  .     . 

nui  est  le  rapport  de  r,  a  c,  sera  égal  a  ; — - — ^:  on  aurait  de 

'  sm[5 

même 

cosa'cosô'         ,      sina'cosS' 

m  := .    ^,       ■>     n'^=-. — : — —-• 

sinp'  sin^' 

De  là  on  déduit 

,  cosa'cos^'sinp  —  cosacos{3sinô' 

m  —  nt  — ". — ^ — i — TTz •» 

smpsinîi 

sina'rosS'sinS  —  sinacosS  sinâ' 

n'  —  n  = .  '       . — — !—. 

SU)  (3  sin^ 

Or  on  reconnaît  là,  en  faisant  abstraction  du  diviseur 
sin{3sin(3',  qui  serait  commun  aux  deux  membres,  les  déno- 
minateurs des  fractions  dont  l'égalité  constitue  notre  équa- 
tion de  condition. 

L'identité  des  résultats  obtenus  par  les  deux  procédés  se 
trouve  donc  ainsi  parfaitement  établie. 

Dans  le  cas  particulier  ou  x'  est  égal  à  a,  les  angles  (3  et  ^' 
disparaissent  d'eux-mêmes  de  l'équation  de  condition,  qui  se 
réduit  à 

rcosO  —  r'cosô'       rs\nO  —  r'sinô' 
cosa  sina 

Si  alors  on  désigne  par  a  la  distance  comprise  entre  l'ori- 
gine et  le  point  M,  où  la  projection  de  la  première  droite  coupe 
l'axe  des  x  et  par  6  la  distance  comprise  entre  les  points  M 
et  R,  si  l'on  appelle  a!  et  b'  les  longueurs  analogues  pour  la 
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seconde  droite,  on  aura 

rcosQ  =:a-h  bcosa,     /■'cosÔ'=  a'  +  6'cosa, 
rsin0  r^  6  sina,  r'sinô' =  6'sina  ; 

d'où  l'on  déduit 

/' cos  6  ■  -  /'  cos 6'  =  a  —  a' -\-  {b  ~  b')  cos a, 
rsinô  —  r'  sin  0'  =  [b  —  b')  sina. 

Substituant  dans  la  condition  ci-dessus,  il  vient 

a  —  n'  -h  {b  —  //  )  cos  x 


cos  a 


b  —  b'     et  par  suite     «— a'  =  o. 


On  conclut  de  là  que,  lorsque  les  projections  des  deux  droites 
sont  parallèles,  la  rencontre  ne  peut  s'effectuer  qu'à  la  condi- 
tion que  ces  deux  projections  seront  confondues.  Dans  ce  cas, 
les  deux  droites  sont  évidemment  situées  dans  un  même  plan, 
et  l'on  sait  qu'alors  la  rencontre  aura  toujours  lieu. 

Quant  aux  distances  auxquelles  cette  rencontre  s'effectuera, 
elle  sera  obtenue  pour  la  première  droite  par  l'une  ou  l'autre 
des  formules  qui  donnent  p  et  qui,  en  ayant  égard  à  la  double 
égalité  a  =«',  a  =:  «',  conduisent  chacune  à  la  valeur 

b~  b' 


sin([3-|i') 


On  conclura  de  là  que,  pour  la  seconde  droite,  la  valeur  de  p' 
se  présente  sous  la  forme 

b  —  b'       sin  [3 


sin({3  — P')  sin (3' 

Ces  deux  valeurs  sont  toujours  réalisables,  sauf  le  cas  où, 
j3'  étant  égal  à  (3,  elles  deviennent  infinies.  C'est  qu'en  effet 
les  droites  sont  alors  parallèles  et  situées  dans  le  même  plan. 

LXXII. 

Pour  les  plans,  comme  pour  les  droites,  nous  avons  d'abord 
supposé  qu'ils  passaient  par  l'origine,  et  cela  nous  a  suffi  tant 
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qu'il  n'a  été  question  que  de  la  détermination  de  leurs  direc- 
lifs  ;  mais  nous  avons  déjà  fait  remarquer,  au  sujet  des  droites, 
qu'il  n'est  plus  possible  d'agir  ainsi  lorsque  les  questions  que 
l'on  a  à  résoudre  ne  portent  pas  exclusivement  sur  leurs  di- 
rections, mais  sur  des  combinaisons  de  celles-ci  avec  les  lon- 
gueurs. Alors  il  n'est  pas  permis  de  transporter  ces  droites 
parallèlement  à  elles-mêmes,  de  manière  à  les  fsire  passer  par 
l'origine,  et  il  est  nécessaire  de  les  considérer  avec  toute  la 
fixité  même  que  leur  impose  l'énoncé  et  dans  toute  la  géné- 
ralité que  comporte  le  système  de  coordonnées  destiné  à  les 
représenter.  Nous  avons  d'ailleurs  indiqué  dans  l'article  LXIIl 
les  moyens  simples  à  l'aide  desquels  s'effectue  alors  la  figura- 
tion des  droites. 

Des  observations  analogues  s'appliquent  aux  plans,  et  nous 
allons  indiquer  les  modifications  addiiives  que  subissent  leurs 
équivalents  lorsque,  au  lieu  de  supposer  que  ces  plans  passent 
par  l'origine,  on  veut  les  assujettir  à  occuper  toute  autre  po- 
sition définie  et  d'ailleurs  invariable  dans  l'espace. 

A  cet  effet,  représentons  par  MN  la  trace  d'un  plan  quel- 
conque sur  le  plan  des  xy.  Cette  trace  sera  complètement  dé- 
terminée lorsqu'on  fera  connaître,  d'abord  la  dislance  OM  qui 
sépare  l'origine  de  son  intersection  avec  l'axe  des  x,  en  se- 
cond lieu  l'angle  /x  qu'elle  fait  avec  le  même  axe. 

Quant  au  plan,  s'il  est  incliné  sur  le  plan  des  xy^  d'un 
angle  A,  et  si  l'on  désigne  par  9  l'angle  que  fait  avec  la  irace  MN 
une  droite  variable  passant  par  M,  et  assujettie  à  rester  dans 
le  plan,  nous  avons  constaté,  dans  l'article  XLVI,  que  le  di- 
rectif  du  plan  considéré  isolément  a  pour  équivalent  algé- 
brique 

(coso  -1-  v'— I  cosA  sin9)vcos,a  4-  y  —  '  si  nu) 

v/~    .    ,    . 

-t-  V  —  »       sinA  sino, 

de  sorte  que,  en  appelant  p  la  distance  variable  du  point  M  à 
un  point  P  quelconque  du  plan,  le  représentant  analytique  de 
ce  point,  rapporté  au  point  M,  sera  égal  au  produit  par  0  du 
directif  ci-dessus. 

Que  restera-t-il  donc  à  faire  pour  rattacher  ce  poini  à  l'ori- 
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}^ine?  Il  suffira  simplement  d'ajouler  à  ce  produit  la  lon- 
gueur OM  que  nous  représenterons  par  a;  de  ces  explicaiions 
il  résulte  que  l'expression 


>[(. 


ff  -i-p[(cos9  v/— '  cosA  sinç))  (cosf.  +  \J  —  i  sinfc.) 

■+-  V  — I       sinA  s 


conviendra  à  tous  les  points  du  plan. 

Dans  cette  expression,  les  quantités  a,  fx  et  A  sont  con- 
stantes, 9  est  un  angle  variable  de  zéro  à  9.7:,  et  p  est  une 
longueur  qui  varie  de  zéro  à  l'infini  et  qui  doit  toujours  être 
comptée  à  partir  du  point  M. 

A  l'aide  de  cette  préparation  fort  simple,  combinée  avec 
celle  qui,  d'après  les  indications  de  l'article  XLIII,  s'applique 
à  la  fixation  des  droites,  il  n'est  pas  de  question,  concernant 
les  droites  et  les  plans,  qui  ne  puisse  être  facilement  et  im- 
médiatement résolue. 

Nous  nous  bornerons  à  en  donner  deux  exemples  dans  les-' 
quels  nous  combinerons  d'abord  une  droite  et  un  plan,  en  se- 
cond lieu  deux  plans. 

LXXIII. 

Supposons  en  premier  lieu  qu'une  droite  et  un  plan  sont 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  proposons- 
nous  de  rechercher  leur  intersection. 

Si  l'on  accepte,  pour  le  plan  choisi,  les  données  précé- 
dentes, son  équivalent  sera 

a  -t-  p[coso  H-  v'—  '  cosA  sino)  (cos//  -f-  \/—i  sin/7.) 

-f-  V  —  '       sinA  sin9J. 

Quant  à  la  droite,  R  étant  le  point  où  elle  perce  le  plan 
des  ^j,  si  l'on  désigne  par  r  la  longueur  OR,  par  d  l'angle 
que  fait  celle-ci  avec  l'axe  des  x,  par  «  et  [3  sa  longitude  et 
sa  latitude,  enfin  par'p'  une  longueur  variable  comptée  sur 


-  -2^3  - 
elle  à  partir  du  point  R,  son  équivalent  sera 

r(cos5  H-  V  — i  sin5;  -+-  o'Lcos3(cos3r  -i-  \/—i  sinaj 

-4-  V  —  »       snijjj. 

Or,  comme  pour  le  point  commun  ces  deux  équivalents 
doivent  être  égaux,  il  suffira  d'écrire  cette  égalité,  et  le  pro- 
blème sera  mis  immédiatement  en  équation. 

Égalant  ensuite  le  réel  de  part  et  d'autre  et  les  imaginaires 
des  divers  ordres,  on  aura  les  trois  conditions 

a  -h  pcos9COsy.  —  o  cosAsin9  sin  u  =  rcos0  ^  p'cos|3cosy. 
pcoso  sin  y.  -+-  pcosA  sino  cosy.  =  rsinO  -+-  p'cos^  sln,a, 
psinA  sin  9  =  p'sin|3. 

Les  trois  inconnues  sont  d'abord  les  longueurs  p  et  p',  en 
second  lieu  l'angle  o  que  fait  avec  la  trace  du  plan  la  direc- 
tion suivant  laquelle  il  faut  appliquer  p  dans  ce  plan  pour 
aboutir  au  point  de  rencontre. 

Les  valeurs  de  ces  inconnues  s'obtiendront  d'ailleurs  à  l'aide 
des  procédés  ordinaires  de  l'Algèbre,  et  il  est  inutile  d'insister 
ici  sur  ce  point,  qui  rentre  dans  l'application  des  méthodes 
connues. 

LXXIV. 

Pour  second  exemple,  proposons-nous  de  déterminer  l'in- 
tersection de  deux  plans  situés  d'une  manière  arbitraire  dans 
l'espace. 

En  adoptant  pour  les  plans  les  notations  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  les  articles  précédents,  l'équivalent  algébrique 
d'un  plan  quelconque  sera 

a  -f-  p[  (  cos  9  H-  yf—ï  cos  A  sin  o  )  (  cos  y.  -r-  y  —  »  sin  p.  ) 

\'~    .4.1 

-+-  \  ~i       smA  smo  |. 

En  désignant  par  les  mêmes  lettres  accentuées  les  données 


-  'i4V  - 

analogues  pour  un  second  plan,  l'équivaleni  algébrique  de 
celui-ci  sera 

a'4-p'[(cos9'+  V  — I  cosA'sin9')(cosa'+  v"^sinu/) 

H-  v/— •       sinA'sin9  J* 

Or,  pour  les  points  communs  aux  deux  plans,  il  faudra  que 
ces  deux  expressions  soient  égales  ;  le  problème  est  donc  ainsi 
mis  immédiatement  en  équation,  et  se  trouvera  résolu  après 
qu'on  aura  satisfait  aux  trois  conditions 

a  -4-  p(coscp  cos//  —  cosA  sino  sinu) 
=  a'-f-p'(coscp'cosp.'—  cos  A' si  n  9' si  n//  ), 

p(cos9  sin^7.  -f  cosA  sin9  cos//.) 

=  p'(cos9'sin^u.'H-  cosA'sin9'cos  w'  ), 

psin  A  sin9  =p'sinA'sin9'. 

Dans  ces  équations,  les  quantités  A,  fx,  a  et  A',  y.',  a'  sont 
constantes  ;  on  peut  prendre  à  volonté  pour  variable  indépen- 
dante l'un  des  angles  9  ou  9',  et  les  trois  inconnues  sont  p,ç^' 
et  celui  des  deux  angles  9  ou  9'  dont  on  n'aura  pas  disposé. 

On  aurait  pu  envisager  la  solution  de  cette  question  à  un 
autre  point  de  vue  et  lui  appliquer  les  considérations  sui- 
vantes. 

Si  les  deux  plans  passaient  par  l'origine,  leur  intersection 
serait  une  droite  dont  nous  avons  déterminé  le  directif  à  l'ar- 
ticle LI.  Or  ce  directif,  que  nous  désignerons  par  CO,  ne  changera 
pas  lorsque  les  plans  seront  retirés  de  l'origine  parallèlement  à 
eux-mêmes  et  transportés  dans  leur  position  actuelle;  de  sorte 
que,  si  P  est  le  point  de  rencontre  cLes  traces  des  deux  plans, 
la  droite  cherchée  passera  par  P,  et  un  point  quelconque  de 
cette  droite  aura  pour  équivalent  /•©;  la  lettre  r  désignant  une 
longueur  variable  comptée  sur  la  droite  à  partir  du  point  P,  il 
n'y  aura  donc  plus,  pour  représenter  la  droite  danssa  véritable 
position,  qu'à  la  rattachera  l'origine,  c'est-à-dire  qu'à.ajouier 
à  r(D  l'équivalent  du  point  P.  Cet  équivalent  sera  ou  bien 
«-f-?iC0Sf/.   si  l'on   veut  suivre  la  première  trace,  ou   bien 
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a' -h  a' cos  fji'  si  l'on  veut  suivre  la  seconde,  a,  a',  (jl,  (jl'  con- 
servant d'ailleurs  les  désignalions  ci-dessus,  el  1, 1'  étant  les 
longueurs  interceptées  sur  les  traces  entre  le  point  P  et  l'axe 
des  X.  La  détermination  de  ces  dernières  longueurs  s'effec- 
tuera très-facilement  par  les  procédés  ordinaires  de  la  Géomé- 
trie plane,  puisqu'elles  sont  situées  l'une  et  l'autre  dans  le 
plan  des  scy. 

LXXV. 

Nous  ne  pensons  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  multiplier  ces 
exemples  pour  fixer  suffisamment  les  idées  sur  les  principes 
essentiels  applicables,  soit  aux  droites,  soit  aux  plans,  soit  à 
leurs  combinaisons.  A  cet  égard  nous  ne  saurions  entrevoir 
aucune  difficulté,  et,  sauf  les  questions  accessoires  de  coor- 
dination et  d'exposition  méthodique,  on  peut,  ce  nous  semble, 
considérer  d'ores  et  déjà  comme  constituée  dans  ses  bases  et 
définitivement  acquise  toute  la  partie  théorique  qui  concerne 
ces  sortes  de  lignes  et  de  surfaces. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  êtres  géométriques  dans 
lesquels  les  éléments  exclusivement  et  invariablement  li- 
néaires sont  remplacés  par  des  éléments  courbes,  de  manière 
à  présenter  sur  toute  l'étendue  de  leur  parcours  des  directions 
soumises  à  d'incessantes  variations. 

Non-seulement  les  nouveaux  points  de  vue  que  nous  ve-r 
nons  d'exposer  ne  sauraient  nous  dispenser  de  soumettre  ce 
sujet  à  de  sérieuses  investigations,  mais  nous  pouvons  affir- 
mer, et  nous  en  donnerons  des  preuves  suffisantes,  qu'il  y  a 
beaucoup  à  reprendre,  même  dans  les  méthodes  généralement 
acceptées  et  suivies,  si  l'on  veut  rationnellement  réglementer 
la  théorie  des  courbes  et  restituer  à  cette  théorie,  dans  les  rap- 
ports qu'elle  doit  avoir  avec  l'Algèbre,  toute  la  précision,  l'au- 
torité, la  puissance  de  production  qui  lui  manquent  et  dont 
l'absence  constitue  un  irès-fâcheux  étal  d'infériorité. 

Les  réflexions  que  nous  aurions  à  présenter  à  ce  sujet  sont 
trop  nombreuses,  trop  importantes  et,  nous  ajouterons,  trop 
contraires  quelquefois  aux  idées  reçues,  pour  que  nous  puis- 
sions en  faire  ici  un  exposé,  qui  ne  pourrait  être  que  fort  in- 
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complet.  C'est  une  matière  qu'il  faut  traiter,  in  extenso,  en 
elle-même,  en  dehors  de  toute  autre  préoccupation,  et  qui, 
parce  qu'elle  est  susceptible  de  nombreux  redressements, 
exige  une  critique  spéciale  très-approfondie,  très-développée. 

Les  considérations  directives  y  sont  incessamment  mêlées 
avec  le  réel  ;  or  c'est  précisément  parce  qu'on  a  voulu  faire  le 
silence  au  sujet  des  premières,  parce  qu'on  s'est  efforcé  d'en 
dissimuler  les  effets,  ou  qu'on  s'est  évertué  à  leur  échapper, 
que  les  méthodes  d'exposition  sont  souvent  vagues,  diffuses, 
que,  dans  certaines  circonstances,  elles  manquent  de  rigueur, 
que,  quelquefois  même,  elles  sont  contraires  aux  vrais  prin- 
cipes. 

Cet  important  sujet  formera  la  quatrième  partie  de  nos  re- 
oherches,  dans  laquelle  nous  traiterons  à  un  point  de  vue  plus 
large  et  plus  général  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'à  ce  jour  la  ques- 
tion si  digne  d'intérêt  des  rapports  qui  rattachent  la  science 
de  l'Algèbre  à  celle  de  l'étendue,  non-seulement  pour  ce  qui 
concerne  le  réel,  mais  pour  les  cas  bien  plus  nombreux  et  ' 
bien  plus  importants  dans  lesquels  intervient  l'imaginaire. 

Déjà  l'on  a  pu  se  convaincre  de  l'intérêt  qui  s'attache  à  ce 
sujet  lorsque,  dans  notre  seconde  Partie,  nous  avons  appris  à 
construire  géométriquement  les  racines  des  équations  même 
lorsque,  étant  imaginaires,  on  leur  refuse  toute  compréhen- 
sion, ou  lorsque,  étant  réelles,  elles  subissent  tous  les  empê- 
chements algébriques  de  l'irréductibilité. 

Ce  que  nous  avons  dit  dans  les  premiers  Chapitres  du  pré- 
sent Ouvrage,  sur  les  erreurs  qu'on  a  commises  en  voulant 
assimiler  l'exponentielle  à  exposant  imaginaire  à  une  fonction 
de  certaines  lignes  trigonométriques,  ce  que  nous  avons  ex- 
posé sur  l'utilité  des  considérations  géométriques  pour  obte- 
nir une  extension  remarquable  du  théorème  de  Moivre  nous 
paraît  aussi  de  nature  à  faire  comprendre  tout  l'intérêt  que 
doit  présenter  l'examen  approfondi  des  questions  que  soulève 
une  élude  vraiment  rationnelle  des  lois  et  des  principes  com- 
parés de  l'Algèbre  et  de  la  Géométrie. 

Je  ne  crains  pas  de  le  dire,  c'est  dans  les  premiers  pas  qu'on 
a  faits  dans  la  Science  qu'il  faut  chercher  le  point  de  départ  de 
toutes  les  incertitudes  qui  nous  assiègent.  En  Géométrie,  lo 
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vrai  rôle  de  l'allribul  direcUf  nous  a  échappé.  Ce  n'est  pas  que 
nous  n'ayons  eu  une  certaine  intuition  de  la  direction;  mais 
la  conception  de  cet  attribut  dans  toute  sa  netteté,  dans  son 
action  individuelle,  propre  el  caractéristique,  nous  a  fait  dé- 
faut; nous  avons  vaguement  reconnu  son  existence,  nous  ne 
l'avons  pas  franchement  légitimée,  nous  n'avons  pas  su  com- 
prendre qu'il  fallait  en  faire  l'objet  d'une  catégorique  et  indis- 
cutable affirmation,  agissant  en  hommes  disposés  à  croire 
qu'en  matière  doctrinale  on  doit  ne  rien  admettre  et  tout 
démontrer. 

Il  faut  cependant  à  toute  science  des  origines,  car,  faire  de 
la  science,  c'est  raisonner.  Or  l'exercice  du  raisonnement  ne 
se  pratique  pas  dans  le  vide,  et,  sous  peine  de  nullité,  il  lui 
faut  un  point  de  départ. 

En  Arithmétique,  par  exemple,  celte  origine  c'est  la  con- 
ception préalable  de  l'idée  de  pluralité,  et  je  défie  les  maîtres 
les  plus  habiles  de  faire  comprendre  les  propositions  les  moins 
compliquées  de  la  théorie  des  nombres  à  toute  intelligence 
qui,  réfraciaire  à  l'idée  de  pluralité,  n'a  pas  le  sentiment  de  ce 
que  peut  être  la  collection  de  un  avec  un. 

Si,  dans  les  êtres  géométriques,  nous  n'avions  à  considérer 
que  les  longueurs  proprement  dites,  la  conception  préalable 
du  seul  principe  de  continuité  serait  suffisante  ;  mais,  parce 
que  dans  la  Géométrie  il  y  a  autre  chose  que  des  longueurs, 
et  que  nous  sommes  ainsi  faits  que  nous  ne  saurions  nous 
empêcher  de  reconnaître  qu'une  même  longueur  peut  occu- 
per dans  l'espace  plusieurs  positions  différentes,  nous  devons 
en  conclure  que  la  constitution  de  ces  êtres  nous  conduit  né- 
cessairement à  deux  ordres  de  considérations  préalables,  l'un 
concernant  les  grandeurs,  l'autre  les  situations,  et  que,  bon 
gré,  malgré,  il  faudra  que  nous  comptions  avec  l'un  et  avec 
l'autre. 

Quant  au  premier,  celui  qui  concerne  le  continu,  les  con- 
séquences qui  en  découlent  ont  fait  l'objet,  de  la  part  des  géo- 
mètres, de  nombreuses  et  productives  études.  Le  second,  au 
contraire,  a  été  fort  peu  discuté  en  lui-même.  On  l'a  subi,  el 
il  était  impossible  qu'il  en  fût  autrement;  mais,  loin  de  prendre 
sa  conception  comme  l'une  des  bases  essentielles  et  inévi 
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labiés  de  l'enseignement,  loin  de  reconnaître  et  de  proclamer 
ses  nécessités  naturelles,  absolues,  on  semble  avoir  pris  à 
lâche,  par  je  ne  sais  quelle  inexplicable  aberration,  de  lui  re- 
fuser tout  accès  officiel  dans  l'exposition  des  méthodes.  On 
l'a  subi,  je  le  répète,  on  n'a  pas  su  même  entrevoir  toute  la 
puissance  de  vivificalion  qu'il  est  susceptible  de  communi- 
quer à  la  Science. 

C'est  à  cet  oubli,  dans  lequel  on  a  laissé  le  principe  direc- 
lif,  qu'il  faut  attribuer  les  vices  qu'on  rencontre  dans  les  pre- 
mières notions  de  l'enseignement  géométrique,  c'est  parce 
qu'on  n'a  pas  su  comprendre  toutes  les  nécessités  de  sa  con- 
sécration que  nous  en  sommes  encore  à  maintenir  dans  nos 
livres  et  dans  nos  leçons  cette  étrange  doctrine,  que  la  ligne 
droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre;  mais 
quand  donc  saurai-je  ce  qu'est  un  chemin,  sinon  lorsque  je 
connaîtrai  cette  même  Géométrie  que  je  n'ai  pas  encore  ap- 
prise? Comment  ensuite  apprendrai-je  qu'un  chemin  est  plus 
court  qu'un  autre?  Ne  sera  ce  pas  en  m'appuyant  sur  des  prin- 
cipes et  en  faisant  usage  de  règles  que  l'étude  à  laquelle  je 
vais  procéder  peut  seule  me  révéler?  Ne  faudra-t-il  pas  com- 
parer le  chemin  dont  il  est  question  avec  des  chemins  courbes? 
Or  quels  sont  ces  chemins  courbes  d'après  les  définitions  usi- 
tées ?  Ce  sont  ceux,  répondra-l-on,  qui  ne  sont  pas  celui  dont 
on  s'occupe.  Est-ce  assez  d'obscurités  et  de  pétitions  de  prin- 
cipe, et  ne  vaudrait-il  pas  mieux  en  vérité,  lorsqu'il  s'agit  de 
ligne  droite,  se  borner  à  tracer  son  image  sur  le  tableau,  plutôt 
que  de  chercher  à  faire  pénétrer  dans  les  esprits  de  semblables 
définitions?  Enfin  cette  limitation  imposée  à  la  ligne  droite, 
qu'on  semble  vouloir  confiner  entre  deux  points,  n'est-elle 
pas  antipathique  à  celte  conception  préexistante  que  nous 
avons  de  son  prolongement  illimité  jusqu'à  l'infini. 

A  vrai  dire,  cette  définition  de  la  ligne  droite  n'est  nulle- 
ment une  explication  primordiale  de  laquelle  doivent  être  dé- 
duites toutes  les  propositions  conséquentes  intéressant  ces 
sortes  de  lignes  :  c'est,  au  contraire,  l'expression  d'une  de  ses 
propriétés  dont  la  connaissance  ne  pourra  être  légitimement 
acquise  qu'à  la  suite  de  démonstrations  ultérieures.  En  outre, 
cette  propriété  n'est  pas  individuelle,  intrinsèque  à  la  droite, 
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indépendante  de  toute  autre  considération,  puisqu'elle  ne  la 
caractérise  que  comparativement  à  d'autres  espèces,  lesquelles 
d'ailleurs  ne  sont  pas  autrement  définies  qu'en  disant  qu'elles 
ne  sont  pas  la  droite. 

Pense-t-on,  si  je  me  laissais  entraîner  sur  celte  pente,  que 
je  serais  bien  accueilli  des  géomètres  en  venant  leur  dire,  au 
début  même  des  études  sur  le  cercle,  que  la  circonférence  est 
une  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  que,  sous  une  même 
longueur  d'enveloppe,  elle  embrasse  la  plus  grande  surface? 
Cependant  cette  définition  est  exactement,  pour  la  comparai- 
son des  surfaces  enfermées  dans  une  limite  périphérique  d'é- 
tendue invariable,  la  reproduction  de  celle  qui,  pour  la  ligne 
droite,  s'applique  aux  comparaisons  de  longueurs  comprises 
entre  deux  limites  fixes  ;  mais  les  géomètres  peu  séduits,  sans 
doute,  par  un  pareil  trait  de  génie,  tout  en  reconnaissant  la 
vérité  d'une  telle  assertion,  me  renverraient  sans  hésiter  au 
Calcul  infinitésimal,  et  ils  auraient  parfaitement  raison. 

Il  est  grand  temps  d'effacer  de  pareilles  taches,  de  savoir 
reconnaître  que  toute  science  a  nécessairement  pour  point  de 
départ  des  faits  d'intuition  primitive  sans  lesquels  l'exercice 
du  raisonnement  serait  impossible;  que,  pour  ces  faits,  on 
doit  se  borner  à  en  admettre  la  conception  intime  et  préa- 
lable, et  que  c'est  une  puérilité  que  de  cherchera  les  définir, 
puisque,  du  moment  qu'ils  seraient  définissables,  ils  cesse- 
raient d'être  primitifs  pour  devenir  subordonnés. 

Or  ces  redressements  sont  faciles  en  Géométrie,  en  attri- 
buant «u  principe  directif  sa  part  de  légitime  et  nécessaire  in- 
fluence. Pour  peu  qu'on  y  réfléchisse,  on  reconnaîtra  sans 
peine  qu'au  sujet  de  la  ligne  droite  les  idées  qui,  involonlai- 
rement  peut-être,  ont  dirigé  et  entraîné  les  géomètres  sont 
exclusivement  celles  de  la  continuité.  Comparer  entre  elles 
les  longueurs  de  différents  chemins,  c'est,  en  effet,  du  moins 
en  apparence,  ne  faire  que  du  continu  ;  mais  tous  les  artifices 
de  langage  ne  sauraient  enlever  aux  choses  naturelles  rien  de 
ce  qu'elles  possèdent  par  essence,  et  comme  en  Géométrie 
il  n'est  pas  possible  de  concevoir  une  longueur  qui  ne  soit  pas 
dirigée  d'une  manière  ou  d'une  autre,  il  faudra  bien  que,  bon 
gré,  malgré,  l'idée  de  direction,  quelque  voilée  qu'on  vesille 
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la  faire,  joue  son  rôle.  C'est  ce  qu'on  trouve,  en  eflel,  dans  h 
définition  ordinaire  de  la  droite  où,  sous  lé  couvert  du  mo 
chemin,  l'idée  de  direction  abonde;  mais  le  grand  tort  ici, 
c'est  qu'au  lieu  de  la  considération  d'une  direction  unique 
qui,  en  réalité,  caractérise  la  droite  on  en  fait  très-inutilement 
intervenir  une  infinité,  puisqu'un  chemin  ne  saurait  se  con- 
cevoir sans  direction  et  que  ce  qui  distingue  esseniiellemen. 
les  divers  chemins  qui  vont  d'un  point  à  un  autre,  c'est  l'en- 
semble et  l'ordre  des  directions  successives  qu'on  y  rencontre. 
Enfin,  comment  espérer  qu'avec  une  définition  qu'on  a 
voulu  subordonner  aux  seules  considérations  du  continu,  ou 
qui  tout  au  moins  ne  saurait  se  passer  d'elles,  comment  espc 
rer,  dirons-nous,  qu'on  pourra  établir  les  propriétés  de  1. 
droite  qui  intéressent  uniquement  le  directif,  c'est-à-dire  lou 
ce  qui  a  trait  à  la  théorie  exclusive  du  parallélisme.  Aussi  k 
point  de  départ  rationnel  de  cette  dernière  théorie  est-il  tou 
jours  resté  à  l'état  de  desideratum. 

Quant  à  nous,  nous  n'hésitons  pas  à  déclarer  que,  vis-à-vi: 
des  personnes  qui  ne  possèdent  pas  au  préalable  la  conceptioi. 
du  continu  et  celle  de  la  direction,  l'enseignement  de  la  Géo-» 
métrie  est  chose  impossible  ;  mais  en  môme  temps  nous  affir 
mons  que,  lorsque,  au  contraire,  ces  deux  conceptions  sont 
nettement  acquises  et  préalablement  acceptées,  il  devra  être 
possible  de  tout  définir  et  de  tout  démontrer. 

Dans  cet  ordre  d'idées  nous  dirons  que  la  ligne  droite  es' 
celle  qui,  en  chacun  de  ses  points,  possède  constamment  l. 
*niême  direction;  et  l'on  voit  que  celte  définition,  sans  nou.. 
interdire  de  considérer  telle  partie  restreinte  de  la  droite  qu'on 
voudra,  en  lui  appliquant  la  conception  de  la  longueur  ou  du 
continu,  respecte  l'idée  que  nous  nous  faisons  de  son  prolon- 
gement indéfini. 

On  voit,  en  outre,  que  cette  définition  de  la  droite  est  di- 
recte, personnelle,  pour  ainsi  dire,  à  l'objet  défini,  et  ne  fait 
aucun  appel  à  des  aperçus  comparatifs  entre  elle  et  toute 
autre  espèce  de  lignes. 

Nous  dirons  ensuite  que  deux  droites  sont  parallèles  lors- 
qu'elles possèdent  la  même  direction,  d'où  résulte  immédia- 
tement l'impossibilité  qu'elles  se  rencontrent;  car  là  où  cettei 
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rencontre  aurait  lieu,  se  manifesteraient  nécessairement  deux 
directions,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  que  la  direction 
est  la  même  pour  les  deux  droites. 

Nous  ajouterons  que  la  ligne  brisée  est  celle  qui  se  com- 
pose de  portions  de  lignes  droites  placées  les  unes  à  la  suite 
des  autres,  et  qui,  par  conséquent,  possède  la  même  direction 
sur  des  étendues  finies  et  déterminées  de  son  parcours. 

Nous  dirons  enfin  que  la  ligne  courbe  est  celle  pour  laquelle 
il  y  a  changement  de  direction  d'un  point  à  un  autre,  quelque 
rapprochés  que  soient  ces  points. 

Il  est  temps  maintenant  de  mettre  un  terme  à  ces  réflexions 
dont  l'à-propos  et  l'utilité  sont  incontestables  sans  doute,  mais 
dont  les  développements  nous  feraient  évidemment  sortir  du 
sujet  spécial  que  nous  nous  sommes  proposé  de  traiter  dans 
le  présent  écrit.  Si  nous  en  avons  consigné  ici  l'expression 
sommaire,  c'est  qu'il  nous  a  paru  convenable,  au  moment  où 
nous  venions  de  constater  pour  les  directions  dans  l'espace 
les  remarquables  équivalences  qui  s'établissent  entre  les  pro- 
cédés de  la  Géométrie  et  ceux  de  la  science  analytique,  il  nous 
a  paru  opportun,  disons-nous,  d'appeler  l'attention  sur  le  rôle 
de  plus  en  plus  important  que  doit  prendre  le  système  directif 
dans  l'étude  de  la  Géométrie  et  dans  celle  des  rapports  qui 
lient  celte  science  à  l'Algèbre.  Nous  aurons  ainsi  donné  un 
premier  aperçu  de  l'intérêt  qui  s'attache  à  cet  ordre  d'idées; 
quant  aux  nombreux  développements  qu'il  comporte,  ils  se- 
ront l'objet  de  la  quatrième  Partie  de  nos  recherches. 
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